Wykilad I Algebra

Algebra - jeden =z najstarszych dzialbw matematyki powstaly juz
w starozytno$ci. Stowo algebra pochodzi z tytutu dzieta uczonego arabskiego
Al  Chuwarizmiego (VII/IX wiek) Hisab al-dzabr wa'l-mukabala
(O odtwarzaniu i przeciwstawianiu) dotyczacego przenoszenia wyrazow
o wspolczynnikach ujemnych z jednej strony rownania na druga oraz skracania
roOwnan stronami. Poczatkowo, jak wskazuje pochodzenie jej nazwy, algebra
zajmowala si¢ rozwiazywaniem réwnan pierwszego 1 drugiego stopnia
o wspotczynnikach liczbowych. Nieudane préby znalezienia wzoréw na
pierwiastki rownan wyzszych stopni zahamowaly na pewien czas rozwdj
algebry w tym kierunku. Dopiero odkrycie w 1832 roku przez matematyka
francuskiego Evariste'a Galois warunkéw koniecznych i dostatecznych na
istnienie takich wzoréw zapoczatkowato nowy kierunek badan noszacy nazwe
teorii Galois. Kilka lat wczesniej matematyk norweski Niels Abel wykazal, ze
nie istnieja ogdlne wzory na pierwiastki rOwnan stopnia wyzszego niz czwarty.

Wikipedia
Algebra obecnie - nauka o strukturach algebraicznych

Zalecany podrecznik: Bolestaw Gleichgewicht, Algebra,
Oficyna Wydawnicza GiS, Wroctaw 2004

Terminologia i symbolika

Symbolika logiczna

Implikacja o poprzedniku p i nastgpniku ¢: p=gq
Réwnowaznos¢ zdanpig: p<gq
Koniunkcjazdanpig: pAg

Alternatywa zdanp, g: pV{qg

Prawdziwos¢ logiczna (1- prawda, O - falsz)

p q P=9q P=q pPANg pPvq
1 1 1 1 1 1
1 0 0 0 0 1
0 1 1 0 0 1
0 0 1 1 0 0
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Symbolika teorii mnogosci
a jest elementem zbioru A: a€ A
a nie jest elementem zbioru A: a¢ A

A jest zbiorem elementéw x nalezacych do X spelniajacych warunek @(x):
A={xe X :9(x)}

kwantyfikator ogélny: Vv
kwantyfikator szczegétowy: 3

Zbiér pusty: ¢

Zbidr A jest podzbiorem B: Ac B tzn. Vxe A= xe B (B zawiera A)
zachodza zwiazki: AcA1 (AcB)A(BcC)=(Ac )

7ZbiorA =B: (xe A= xe B)A(xe B=>xe A) lub xe A= xe B
Iloczyn (cze$¢ wspdlna) zbiorow AiB: AnB={x:xe Anxe B}
Suma zbior6w AiB: AUB={x:xe Av xe B}

Ré6znica zbioré6w A1 B: A\B={x:xe Arx¢ B}

N - zbidr liczb naturalnych, 0¢ N
Z. - 7bi6r liczb catkowitych
Q - zbidr liczb wymiernych
(kazda liczbe wymierna mozna przedstawic€ jako n/m, ne Z, meZ)
R - zbi6r liczb rzeczywistych

Iloczyn kartezjanski zbioréw A i B: AXB ={(x,y):xe AAye B}
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Funkcje i dzialania

Funkcja f: X —»Y
Przyporzadkowanie kazdemu elementowi ze zbioru X (dziedziny) jednego
i tylko jednego elementu ze zbioru Y (zbioru wartosci).

Funkcja réznowarto$ciowa f:X —Y

Vx;,x, € X, X #x, = f(x)# f(xy) lub Vx;,x, € X, f(x)=f(x)=x =x,

Funkcja odwrotna f™':¥ — X do funkcji f: X VY

WeY IeX y=f)=x=f"(y)

Dziatanie w niepustym zbiorze A nazywamy kazde odwzorowanie kwadratu
kartezjanskiego AX A wA (AXA— A)yVa,be A dce A c=a-b

Dzialanie przemienne Ya,be A acb=boa

Dzialanie taczne Va,b,ce A ao(boc)=(boa)oc

Element neutralny dziatania dee A Vae A ace=eca=a

Grupa
Zbi6r G, w ktérym okreslone jest dziatanie nazywamy grupa jesli

1) dziatanie o jest faczne,
2) istnieje w G element neutralny e (jednosc),
3) kazdy element ma element odwrotny: Vge G 3g'e G g log=gog ' =e.

Grupa przemienna (abelowa) Vg,he G goh=hog

Twierdzenie 1: Vge G (g7) ' =g
Twierdzenie 2: Vg,he G (goh) ' =h'og™

Podgrupa H grupy G: podzbiér H grupy G z dzialaniem grupowym, takim jak
w grupie G, bedacy grupa.
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Pierscienie i ciala

Rozdzielczo$¢ dziatania ® wzgledem dziatania ®: a® (b ®c)=(a®b)D (a®c)

PierScieniem nazywamy zbiér R, w ktérym sa dwa dzialania ® 1 @, jesh
spetnione sa warunki:
1) R jest grupa abelowa z dzialaniem @,
2) dzialanie ® jest rozdzielna wzgledem dziatania @:
VYa,b,ce R a®b®c)=(a®b)®a®c),
3) dziatanie ® jest taczne:
VYa,b,ce R a®b®c)=(a®b)®c).

Ciatem jest pierscien K, ktory spetnia nastgpujace warunki:
1) K ma wigcej niz jeden element,
2) K \{0} jest grupa abelowa wzgledem ® (0 element naturalny @).

Ciato to zbior K z dwoma dzialaniami ® 1 ® spelniajacymi warunki:

1) Vab,ce K a®@b®@c)=a®b)Dc,

2) dee K a®0=0®a=a,

3) Vae K Ja'eK a®a'=a®a=0,

4) Vabe K a®b=b®Da,

5) Vab,ce K a®b®c)=(a®b)®c,

6) dee K a®e=e®a=a,

7) VaeK Ja'eK a®a'=a'®a=e,

8) Vabe K a®b=b®a,

9) Vab,ce K a®b®c)=a®b)®a®c),

1),2),3) K grupa ze wzgledu na @; 4) K grupa abelowa ze wzgledu na @;
5), 6), 7) K grupa ze wzgledu na ® ; 8) K grupa abelowa ze wzgledu na®
9) rozdzielczo$¢ dziatania ® wzgledem dziatania @ .

Podzbiér P c K jest podcialem ciala K, jesli
1) 0,ee P,
2) Va,be P JceP a®b=c,
3) Va,be P dce P a®b=c.
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Odwzorowania

Funkcja f: X —» Y jest odwzorowaniem zbioru X na Y, jesli
VyeY dxe X y=f(x).

Jesli f jest réznowarto$ciowa to odwzorowanie zbioru X na Y jest wzajemnie
jednoznaczne, jest bijekcja.

Odwzorowanie f grupy G z dzialaniem o na grupe H z dziatlaniem e jest
izomorfizmem (H jest izomorficznym obrazem G), jesli

1) fjest bijekcja,

2) VabeG f(aob)= f(a)e f(b).




