Wyklad 11 Algebra

Cialo liczb zespolonych

Liczby zespolone - rozszerzenie ciata liczb rzeczywistych, w ktorym
rozwigzywalne sg wszelkie réwnania kwadratowe.

Heurystyczne wprowadzenie liczb zespolonych

Algebraiczna postac liczb

z=a+ib, a=Rez cze$é rzeczywista, b=Imz cze$é urojona, i% =-1
(i #-/-1, bo prowadzi do sprzecznosci: —1=i? =-/-1./-1=-/1=1)
liczba rzeczywista a: z=a+i0

Dzialania na liczbach zespolonych

2, =a, +ib, z,=a,+ib,

Dodawanie: z, +z, =a, +a, +i(b, +b,)

Liczbaz’ przeciwnadoz: z+z'=0+i0=0=z'=-z=-a-ib
Odejmowanie: z, —z, =z, +(-z,)

Mnozenie liczb: z,z, =aa, —bb, +i(a;b, +ba,)
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Dzielenie: z,:2, =2, =
Z;

liczba z sprzezonado z: z=a-ib
sprzezenie Sumy: z, +z, =z, +2,
sprzezenie iloczynu: z,z, =z, z,
Geometryczna interpretacja Imz
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Modut liczby z: |z|=[zz =-/a® +b? Im z
ZeR, [2>0

Z +Zj
b +b,

Z.
. b,
Modut sumy liczb zespolonych

b A
z.|+|z, |=./a? +b? + /a2 + b2 :
‘1‘ ‘2‘ \/1 1 T4/d2 T2

Nierownos¢ trojkata: [z, +2z, | <|z|+|z, |

Re:z
a a a,+a,

Modut iloczynu liczb zespolonych: 7,7, | =z, |z, |

Trygonometryczna postac liczby zespolonej

b
Z=7/(CosQ+isin @), ¢ -faza, 0< @< 2n

Rez

()
) Imz
, Singp=

| d Rez
z

L1Zy = ‘Zlez‘(COS((Pl +¢,) +isin(@, + (Pz))
(cos(a.+B) = cosa cosB—sina sin B, sin(a +P) =sin o cosf+cosa )

212, 2y = (2| 2,]- {2,/ (COS(@y + @y -+ @) +iSIN( + 05 -+ 0y))
Wzor de Moivre’a
2" =[z"(cos o +isin @)" =|z" (cos(n) +isin(ne))
(cosq+isin )" = cos(ng) +isin(ne)

n=2 = cos?p-sin?@=cos(2¢), 2cosesin e =sin(2p)
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Pierwiastkowanie liczb zespolonych

Pierwiastek n-tego stopnia liczby z to liczba w taka, ze z =w".

Twierdzenie:
Jesli z #0, to istnieje n roznych pierwiastkow n-tego stopnia liczby z.
Dowod Niech w=|wi(cosp+isin¢) i z=|z(cos¢+isin ¢)

w" = w" (cos(ne) +isin(ng)) = z = [z|(cos ¢ + isin ¢)
Re(w") = \W\” cos(np) = Re(z) = |z|cos ¢

Im(w") = w|" sin(ng) = Im(z) =|z/sin ¢

w" =z, np=¢+2nk, keZ

W=z, §=LEEE k=01(n-1

Przyktad yImz
n=3 |z/>1

=)o ) isn(2)
W, :sﬁ(co{@g ZﬂjJrisin((p—; znn

W =3\z\ cos ¢ +4m +isin ¢ +4n
s 3 3 Wy
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Liczby zespolone jako pary liczb rzeczywistych (konstrukcja Hamiltona)
C=RxR={z=(a,b):acR,beR}

Dzialania
2;=(a4,b,), z;=(a,,b,)
Dodawanie: z, +z, =(a, +a,,b, +b,)
Liczba z’ przeciwna do z: z+2'=(0,0) = z'= -z = (-a,-h)
Odejmowanie: z, —z, =z, +(-z,)
Mnozenie liczb: z,z, = (a,a, —bb,,a;b, +a,b;)
1

Liczba * odwrotna do z: 21:(1,0):{ Za > 2b 2)
z z z \a“+b° a“+b

. . 1
Dzielenie: z,:2, =7, ~
Z;

liczba rzeczywista a: (a,0)
liczba urojona b: (0,b) (i=(0,1))

C jest cialem (wykazac).

Zasadnicze twierdzenie algebry
Kazde rownanie stopnia n o wspdtczynnikach zespolonych
a,z"+a, ;2" +---+a,z+a, =0,

ma co najmniej jeden, a maksymalnie n roznych pierwiastkow w ciele liczb
zespolonych.



