Wykiad IV Algebra

Macierze i wyznaczniki

Definicja: Macierz nxm, n,me Zna cialem K - tablica liczb z ciata K.

a,, a, ... a,
a a ... a i=1,2,....,n
A — 21 22 2m , aij c K, - ,
e e e j=12,....m
Ay Ay oo Ay,
Dzialania na macierzach
Dodawanie:
app  ap Ay by, by by
a a a b b b
A: 21 22 2m i B — 21 22 2m i
anl an2 anm bnl an bnm
ay+by  ap+by, ... aptby,
defl a,, +b a,, +b .. a, +b
A4 B =| 2T 0m 22 TOp 2m T 0o ’
a,+b, a,+b, ... a,, +b,,
Grupa abelowa.
Mnozenie przez liczbe:
def| Ola,, Oldyy ... Ody,
Oa, Oda, .. 0a,,

Dodawanie macierzy i mnozenie przez liczbg - przestrzen wektorowa.

Mnozenie macierzy:

i=12,...,n i=1L2,....m
al]eK, ’ bl-]-E .
j=L2,....m ' j=L2,...,p
def
Cij = Zalkbkj .
k=1

Liczba kolumn pierwszej macierzy jest rowna liczbie wierszy drugiej. Zwykle
mnozymy macierze kwadratowe 1 nimi dalej si¢ zajmujemy.
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n n n n n n
F.aczno$¢é mnozenia macierzy: Z(Z ayby =Y. agbcy =Y ay (Zbkjc j,J.

j=1\k=1 =1 k=l el

Element neutralny mnozenia: A-7/ =1-A= A- macierz jednostkowa:

1 0 0
0 1 .. 0 oL i=]

I= , I;=98" = - delta Kroneckera.
0 O 1

Macierz transponowana: (AT )l.j =A; - kolumny zamieniamy na wiersze,

a wiersze na kolumny

Macierz odwrotna: A-A'=A'-A=1

Przyklad: Macierze 2x2

a b 4 Xy 4 ax+bz ay+bt 1 0
A= . AT = . AAT = =
c d z t cx+dz cy+dt 0 1

a,b,c,d #0
ax+bz =1
ay+bt=0 . 1 d -—b
A = ad_bc;to
cx+dz=0 ad —bc\—c a
cy+dt=1

Istnienie macierzy odwrotnej wymaga spetnienia okre§lonego warunku (dale;j
pokazemy, ze tym warunkiem jest det A # 0 ), wigc macierze nie tworza
w ogdlnosci grupy wzgledem mnozZenia.
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Przyklad cd.

ax+by=e
Uktadu réwnan { mozna zapisa¢ w macierzowej postaci jako
cx+dy=f

X

. a b
AX =E, gdzie A:( J X:{
c d y

de—b
X=a'E=—1 emb
ad —cb\ —ce+df

e . . ;.
J, E= (f} a rozwiazanie zas jako

Permutacje

Definicja: Permutacja - bijekcja skonczonego zbioru w siebie

X = {xl 3 Xpseens X, }— {xcu) T Xs(n) }

o 1 2 3 n
o) o2 63) ... o)

Przyklad: Permutacja 5-cio elementowego zbioru
1 2 3 45

o=
2 3 415

Definicja: Transpozycja - permutacja polegajaca na przestawieniu tylko dwéch
elementow zbioru X tzn. 3i,j o(G)=jaoc(j)=i oraz Vk #i,j ok)=k.

Przyklad:

_{12345

’ 1 3 4 Sj - dokonano tutaj transpozycji 11 2.

Twierdzenie: Kazda permutacj¢ mozna przedstawi¢ jako zlozZenie transpozycji

Dowdéd indukcyjny pomijam.

Rozktad permutacji na transpozycje nie jest jednoznaczny.
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Twierdzenie: Kazda permutacje mozna przedstawi¢ jako ztozenie parzystej
albo nieparzystej liczby transpozycji.

Dowdd indukcyjny pomijam.

Definicja: Permutacja parzysta - ztozenie parzystej liczby transpozycji.

Definicja: Permutacja nieparzysta - ztozenie nieparzystej liczby transpozycji.

+1 —permutacja parzysta
sgno =
—1 —permutacja nieparzysta

ag a, e Ay,

o 3 3 . . . a21 a22 e azn
Definicja: Wyznacznik macierzy nxn A=

a, 4a,, ... 4,

def
det A — z SEN O )51y Aag(2) -+ Anon)

9

Iloczyn zawiera po jednym wyrazie z kazdego wiersza i kazdej kolumny, suma
przebiega po wszystkich permutacjach drugiego indeksu.

Ay dp

Przyklad: Macierz 2x2, (a“ alzj

det A = a11a22 - a12a21

app dp dps
Przyklad: Macierz 3x3, | a,, a, day

az; 4z dss

det A = a0,y + 1305305, +A130,,03, — A130,05) — A0y A33 — dy1dy3d3, -
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Wilasnosci wyznacznikow

1) detA=detA”

def
T _
detA — ngn O Ai51)da6(2) -+ Anony —> detA” = 2sgn O Ao1)196(2)2 -+ Ae(myn

(o} (o}

2) Wniosek z 1): wlasnosci wyznacznikéw dotyczace kolumn macierzy dotycza
automatycznie wierszy.

Macierz A zapisujemy jako (A,,A;,A;,---,A,), A;- i-ta kolumna

det(A, Ay, As,..., A LA +A" A ,...,A)
3)
=det(A;, A5, Ay, A LALA L. LA ) Fdet(AL Ay Ay LA LAY LA LA,)

4)  det(A, A5, Ay, A LAALALL. LA ) =Adet(A, AL Ay LA LALALLL LA

5) wniosek z 4): det(A,,A;,A;,..., A ,A =0,4,,,...,A,)=0
wyznacznik znika jesli cho¢ jedna kolumna jest zerowa.

6) det(A, Ay, As,eos Apyees Apses A ) = —det(A), Ay Ay A LA A
wyznacznik zmienia znak przy zamianie miejscami kolumn.

7) wniosek z 5) det(A,,A,,A;,...., A, =A;,....A, )=0
wyznacznik znika jesli dwie kolumny sa sobie rowne.
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Twierdzenie: Jesli jedna kolumna macierzy jest kombinacja liniowa
pozostatych, to wyznacznik takiej macierzy znika.

Dowdd: Niech A=(A,A,,A;,...,A,) 1 A =0,A, +0A; +...+ 0, A,

det(A;, Ay, A;,..., A, ) =det(0,A, + 0 A; +...+ 0, A LAy Ay, A)

=0, det(A,, Ay, Ay,..., A )+ 0, det(As, Ay, Ay, A )+ + o, det(A L Ay, As,.. A, ) =0

bo w kazdym wyznaczniku powtarza si¢ jedna kolumna, a taki wyznacznik
znika.

Whiosek:

det(A), Ay Ay Ay A )= det(AL Ay LA +AA LA A,)

J’ ]’
Dowod
det(A|, Ay, A +0A, LA A )= det(A), Ay AL LA LA, )

J

+det(4, Ay, AL AL LA,

J

=0

Twierdzenie: (Cauchy’ego) detAB=detA detB.

Dowod:

det AB="3g06 (AB) 1)1 (AB) (a5 - - (AB) ) =
()

n n n
Z sgno [Z ayg, bklc(l) J[ Z Ao, kaG(Z) J . [ Z Ak, bk,,o(n) J =
o k=1 ky=1 k,=1

Wyznacznik det(Bkl’Bkz"”’Bk”) jest r6zny od zera tylko wtedy, gdy zadna
zkolumn nie powtarza si¢, czyli zbiér indekséw {k,.k,,....k,} odpowiada
permutacji zbioru {1.2,...,n} tzn. {k.k,.....k, }={c(1),6(2)....,c(n)}. A zatem

det(Bk1 By .. By ): det(BG(l),BG(z) seres Bo(n ): sgncdet(B,,B,,...,B,)=sgncdetB .

Ostatecznie dostajemy: det AB =) a1 das(2) " Gno(n SENOdet B =det A det B.
[¢)
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Rozwiniecie Laplace’a

Definicja: Minor M; macierzy A, to wyznacznik macierzy powstatej z macierzy
A po wykresleniu z niej i-tego wiersza i j-tej kolumny.

app G 4g3
Przyklad: Mamy macierz A=|a,, a, ay |. Minor M,,, to
d3; Q3 dsg

M.=d A a3 |
2= det = a3 —a1303; -
asz; dszg

def
. o . . o
Definicja: Dopetnienie algebraiczne A; elementu a; macierzy A: A; =(-1)"'M .

iy Gy g3
Przyklad: Mamy macierz A=|a,, a, a,; |.

azy dzp  dsg

a a
2+1 12 13
a3 dss

Twierdzenie: (o rozwinigciu Laplace’a). Niech A bedzie macierza nxn.
Zachodzi wéwczas rownos¢

detA = Zn:ai/Aij .

i=1

D" a;A; jest rozwinigciem wyznacznika macierz A wzgledem j-tej kolumny.
i=1
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Dowdd:

n n
_ i+J 1 *k
zaiinj = zaij (=D ngnc Aoy " " Ai-D)o'(i-D) A(i+1)o'(i+) " Fns'(n) (*)

i=1 i=1 c'
gdzie ¢ oznacza permutacj¢ zbioru {1,2,...,n}, z ktérego usunigto liczbg i,
w zbidr (1,2,...,n}, z ktérego usunigto liczbeg j. Porownajmy teraz wyrazenie (*)
z definicja wyznacznika macierzy A tzn.

def
*k
det A =S8N ayg1)Aag(2) - - Ang(n) - (%)

o
Widzimy, ze zachodzi réwnos¢ miedzy (*) 1 (**), jesli parzystos¢ permutacji o
zbioru {1,2,...,n} zmienia si¢ o czynnik (-1)"*/, w stosunku do permutacji o'
zbioru {1,2,...,n}, z ktérego usunigto liczbe i, w zbiér ({1,2,...,n}, z ktérego
usunigto liczbg j. Aby to wykazac¢ rozpatrujemy permutacje ¢ 1 6'

G—( 1 2 3 I n j
B ol) 62) o3 .. od=j ... o) ’

(12 i-1 i+l n
6_[0(1) 6(2) ... o(i-1) o(+1) ... c(n)J'

Usunigcie liczby i 1 o(i) = j oraz zamiang¢ permutacji ¢ w permutacj¢ ¢', mozna
dokona¢ ustawiajac liczby i 1 o(i)=,j na samym poczatku (albo samym koncu)
wierszy, w ktérych wystepuja. Wowczas liczby te nie beda graly zadnej roli,
przy wykonywaniu transpozycji w celu obliczenia parzystosci o'. Takie
ustawienie liczby i wymaga (i—1) transpozycji, a zeby za$ ustawi¢ liczbe j na
poczatku wiersza potrzeba (j—1) transpozycji. Razem musimy wykonac
(i+j—2) transpozycji, czyli parzysto$¢ zmienia si¢ o czynnik (—1)"/"% =(-1)"*/,
Gdybysmy liczby i i o(i)=j chcieli ustawi¢ na samym koncu odpowiednich
wierszy, wtedy musielibySmy wykona¢, odpowiednio, (n-i) 1 (n—j)
transpozycji. Parzysto$¢ permutacji ¢ w stosunku do permutacji ¢', zmienitaby
sie, jak poprzednio, o czynnik (=1)*""/ = (=1)"*/.
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an
Przyklad: Mamy macierz A=| a,,
as

wzgledem pierwszej kolumny.

Ay dps

detA=(-1D""q, + (=) a,,

as; ds;

ap

Qs

asp

ap

asp

asz

Algebra

a3
a,; |1 dokonujemy rozwinigcia

asz

a a a

QAyy Aps

. . - . , (A C . . . .
Twierdzenie: Jesli macierz ma postac 0 Bl gdzie A 1 Bsg macierzami

kwadratowymi, a 0 oznacza macierz zerowa to

A C
det =detAdetB .
0 B

Dowadd indukcyiny:

Prawdziwos¢ twierdzenia, gdy A, jest macierza 1x1 wynika natychmiast ze

wzoru na rozwinigcie Laplace’a wzgledem pierwszej kolumny. Latwo réwniez
sprawdzi¢ wzor, gdy A, jest macierza 2x2. Zaktadamy teraz, ze twierdzenie

zachodzi dla A, bedacej macierza kxk . Jesli A,,, jest macierza (k+1)x(k+1),
to przeprowadzajac rozwinigcie Laplace’a wzgledem pierwszej kolumny mamy

A C
de{ (g+1> BJ =a, Al det B+ay Al det B+...+ag Al det B=det A, detB.

Ostatnia réwnos$¢ zachodzi na mocy twierdzenia o rozwinigciu Laplace’a.
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Macierz odwrotna

Definicja: Macierz A™' nazywa si¢ macierza odwrotna do A, jesli

A-AT =AY A=1.

Zbiér macierzy odwracalnych tworzy grupg (nieprzemienna) wzgledem
mnozenia.

Twierdzenie: Jesli macierz A ma odwrotng (jest odwracalna), to detA#0.

1

Dowdd: detAA™ =detAdetA' =1 = detA#0 A detA™ :m.
e

. . . . A
Twierdzenie: Macierz odwrotna do A ma postac (A‘1 )U = : " (uwaga na
€

kolejno$¢ indeksow), gdzie A ; jest dopetnieniem algebraicznym macierzy A.

Dowdd:
(41 1 < detA=1, i=k .
Z(A ),,-ajk:@Z:Aﬁajk= det A _s
Jj=1 j=1 )

0, ik

Aby wyjasni€ przypadek i # k , rozwazmy sytuacjg, gdy i =1, j =2. Wtedy

n
ZAJIGJZ = Allalz + A21a22 +...+ Anlanz =

j=
Ay Apz " dyy ap a3z o 4y
a a eee a a a coe a
1+1 32 33 3n 1+2 32 33 3n
(_1) ap| . . . . +(_1) 22| - . . s
anZ an3 T ann an2 anS ot ann
a a a a
12 12 13 n
ap aps vt 4y, p g p p
22 22 23 2n
(= 1) a Aoz w0t gy | ~0
+{= Ayl . . - . |S|dxn a3y Az o Ay, =
a a R a
(n-1)2 (n-1)3 (n-)n
an2 anZ an3 T ann

10
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W ostatniej macierzy pierwsza kolumna réwna jest drugiej. W ogdlnosci, jesli

n
i#k to ) A,a, reprezentuje wyznacznik macierzy, ktérej i-ta kolumna réwna
j=1

jest k-tej, a taki wyznacznik znika.

Z twierdzenia wynika, ze detA =0 jest nie tylko warunkiem koniecznym,
ale 1 dostatecznym odwracalnosci macierzy, czyli macierz A jest odwracalna,
wtedy i tylko wtedy gdy detA#0.

Przyklad: Macierze 2x2

b
c

ad —bc #0 Ao A (A A1 fd-b
detA A12 A22 ad_bc —C a

11



