Wykiad V Algebra

Uklady rownan liniowych

Uktadem réwnan liniowych nazywamy uktad réwnan postaci

allxl +(112x2 +...+Cl1mxm :bl’

Ay X, +ayXxy +...+ay, X, =b,,

a,Xx, +a,,x, +...+a,,x, =b

ne

w ktorym wspotczynniki a; 1 wyrazy wolne b, sa elementami ciata liczbowego

K, a x; sa niewiadomymi. Uktad mozna zapisa¢ w formie macierzowej jako

A-X=B,
a4y Ay X b,
odzie A= G2 Gam | |2 B b,
Ap Qpa A X bm
Jesli b, =b, =...=b, =0, uklad rOwnan nazywa si¢ jednorodnym, w przeciwnym

wypadku mamy do czynienia z uktadem niejednorodnym.

Przyklady Uklady réwnan i ich rozwiazania

2x; +3x, = 2x3 =2 x =1 2x +3x, =2x; =0 x =0
1) <5x, +2x, =3x; =0 X, =2 2) 45x; +2x, =3x; =0 x, =0
—4x, +2x; =2 x;=3 —4x, +2x; =0 x;=0
X +x,—x;,=0
3) Lx 26 1 20 X, =2x 4 {x1+2x2—x3=2 x;=-1
x3 =3x; X +2x, +x;,=0 x =1-2x,

2)61 _X2 :0

X, —2x,+x;=3

5) {x; +2x, —3x;,=2 nie ma rozwiazan.

Kiedy uktad réwnah ma jedno rozwigzanie, wiele lub wcale?
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Uklady Cramera

Uktadem réwnan Cramera nazywamy uktad, w ktérym »n=m (liczba réwnan jest
rowna liczbie niewiadomych) 1 detA=0.

Rozwiazaniem (jedynym) uktadu Cramera jest X = A™'B czyli

X1 Ay Ay A b

P N A Ay o Ap b.2 ’
det A O
X, A, A, .. AL\D,

2 Ajb;

co zapisujemy jako x,= FélT . Wyrazenie ) A ;b; mozna potraktowac jako
€ ,/=1

rozwinigcie Laplace’a wzgledem i-tej kolumny wyznacznika ( D,) macierzy

ay Ay .o Ao by Qv - Ay
Ay Ay e Gyiyy by ayiyy . ay, tZ0. .= D;

. . . . : . . R S XEL
a4y - Quia b, Auiivly -+ Ay

Wnhiosek: Jedynym rozwiazaniem jednorodnego uktadu Cramera jest

rozwigzanie trywialne x, =x, =...=x, =0.
Przykiad
5x,+2x,-3x,=0, A=|5 2 -3|, detA=-2, B=|0
420, =2 -4 02 2
2 3 =2 2 2 =2 2 3 2
D=0 2 -3==2, D,=|5 0 -3=—4, D;=|5 2 0=-6,
2 0 2 -4 2 2 -4 0 2
D D D
)C1= 1 :1, X2: 2 :2, X3: 3 :3
detA detA detA
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Rzad macierzy

Przestrzen liniowa rozpinana przez zbiér wektoréw L(x,,x,,...x,) to przestrzen

liniowa wektoréw bgdacych kombinacja liniowa wektorow nalezacych do
zbioru {x,,x,,...x,}.

Definicja: Rze¢dem zbioru wektoréw nazywamy wymiar przestrzeni liniowe;j
rozpinanej przez ten zbidr dim(x,,x,,...x,), czyli liczb¢ elementéw

maksymalnego podzbioru wektorow liniowo niezaleznych.

Przykiad
0 1
Mamy zbi6r 3 wektor6w z R*: |0, | 1], |1]. Tylko 2 (dowolne 2) z 3
0 0 0

wektorow sa liniowo niezalezne, wigc rzad tego zbioru jest 2.

Definicja: Rzedem kolumnowym macierzy jest rzad kolumn traktowanych jako
zbi6r wektorow.

Przyklad:
1 01 1Y (0) (1

Mamy macierz A=|0 1 1|.Rzad zbioru wektoréw {| 0|, |1|,| 1|} wynosi 2.
0 0O 0/10)10

Definicja: Rzedem wierszowym macierzy jest rzad wierszy traktowanych jako
zbiér wektorow.

Przykiad

Mamy macierz A=

o O =
S = O

1
1 |. Rzad zbioru wektoréw: {(1,0,1), (0,1,1), (0,0,0)}
0

wynosi 2.
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Twierdzenie: Rzad kolumnowy macierzy A jest rowny rzegdowi wierszowemu
tej macierzy i oznaczany jest jako r(A).

Bez dowodu, komentarz: det A=det A" .
Wnhiosek: Rzad macierzy jest rOwny najwigkszemu stopniowi niezerowego

minora tej macierzy (stopien minora - liczba kolumn (wierszy) macierzy, ktorej
wyznacznik (minor) obliczamy).

Przyktad

1|1

oS = O

1 1
Mamy macierz A=|0 1 |; jej nieznikajace minory to 0
0 0

olo 1

Teoria ukladow rownan liniowych

Mamy uktad n réwnan liniowych z m niewiadomymi
allxl + alzxz +...+ almxm = bl’

Ay X, +ayXxy +...+a,, X, =b,,

a,x, +a,x, +...+a,,x, =b,.

Macierza wspétczynnikéw (A) i macierza rozszerzona (A ) nazywamy

a,, ap ... a, a, ap ... a, b

Ay Ay ... 0y ~ |y ay ... a, b,
A= m , A= m

A, Ay .. Gy, a, a4, ... a,, b,
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Twierdzenie (Kroneckera-Capellego): Uktad rownan liniowych ma co najmnie]
jedno rozwiazanie wtedy i tylko wtedy, gdy rzad macierzy wspotczynnikow jest
réwny rzedowi macierzy rozszerzonej (r(A)=r(4)).

Dowéd: Niech {y,,v,....7,, }bedzie rozwiazaniem uktadu. Mamy wéwczas

YA +Y,4, +...+7,,4A,, =B, gdzie A, kolumny macierzy wspétczynnikéw, a B
ostatnia kolumna macierzy rozszerzonej. Be L(A,, A,,...,A,,) wiec
L(A.A,,....,A )= L(A.A,,....,.A,,B) o dim(4,,A,,....,A, )=dim(A,A,,....,A, B)

s r(A)= r(ﬁ).

Whiosek: Uktad réwnah ma doktadnie jedno rozwiazanie jesli rzad macierzy
wspolczynnikéw jest rowny rzgdowi macierzy rozszerzonej i jest rowny liczbie
niewiadomych (r(A) = t(A)=m).

Przyklady Uktady uktadow rownan

2x; +3x, —=2x53 =2 x =1
2 3 =2 2 3 -2 2
A= 5 2 =3| A=|5 2 -3 0| rA)=r(4)=3

2x; +3x, =2x; =0 x =0

2) 45x; +2x, —3x; =0 x, =0

—4x, +2x;, =0 x;=0
2 3 -2 2 3 -20

A=| 5 2 =3| A=|5 2 -3 0| r(A)=r(A)=3
-4 0 2 -4 0 2 0
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X +x,—x;,=0

1 1 -1
A=|1 -2 1]
2 -1 0

X +2x, —xy =2
4)
X +2x, +x;,=0

12 -1
A= :
(1 2 1)

X, —2x,+x;=3

1 -2 1
A=|1 2 =3
2 0 -2

X, =2x;
x5 =3x;
1 1 -1 0
A=|1 -2 1 0| rA)=r(A)=2
2 -1 0 O
X3:_1

-1 2

A:G 2 | oj’ r(A)=r(A)=2

nie ma rozwigzan

1 -2 1 3
A=|1 2 =3 2| rA)=22,(4
2 0 -2 1

)

3

Algebra
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Rozwiazywanie ukladow rownan liniowych metoda
rugowania niewiadomych

Mamy uktad » réwnan liniowych z m niewiadomymi
a,x; +apx, +...+a,,x, =b,

Ay X, +ayX, +...+ a5y, X, =b,,

A, X, +a,,x, +...+a,,x, =b

Zaktadamy, ze r(A)=r(A) i n<m. Drugie réwnanie mnozymy przez —a,,/a,,,
dodajemy do pierwszego i dostajemy zamiast 2-go réwnania réwnanie

ai ai __9n
—7(122)62—...—7612”1)(”1 —_7b2,
21 as as
w ktérym nie ma x,. Trzecie rOwnanie mnozymy przez —a,, / a;,;, dodajemy do

pierwszego i dostajemy rownanie
—@aﬂxz _"'_@a&n'xm = _@bw
31 as; as;
w ktérym réwniez nie ma x, . Wykonujac analogiczng operacje na pozostatych
rOwnaniach dostajemy uktad, w ktérym we wszystkich rownaniach poza
pierwszym nie ma x, . Potem wykorzystujac rOwnanie dwa, eliminujemy x, z
roOwnan 3.4,...n . Postgpujac tak dalej, otrzymujemy uktad postaci

jesli n=m
a‘nnxn = Bn’
lub
O X + 0 Xy +. 4+ 0, X, =Py,
Oy Xy +0p3 Xy +...+ 0y, X, =P, o
jesli n<m,

a’nn'xn +a’n(n+1)xn+1 +"'+anm'xm = Bn’

ktéry dalej rozwigzujemy standardowo zaczynajac od ostatniego réwnania tzn. z
ostatniego roOwnania wyznaczmy x, podstawiamy do przedostatniego itd.
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Przykiad

2x, +3x, —=2x;, =2

E)c —ﬂx =2 =
577 57
—4x, +2x; =2

2x +3x, —2xy =2

10+ 4x,
1 1

X

10+12 _»

Algebra

-2 2 2 4 6

—5x ——2x,+-3x,=0 = <{-2x,—x,+—x, =0 =
g YN T T 1T g T

—4x, +2x, =2 —4x, +2x, =2

—4x, +2x; =2 —2x, +x;=1

2x +3x, —2x;, =2 2x, +3x, =2x; =2

ST LS X =3
3
2 2



