Wyklad VI Algebra

Przeksztalcenia liniowe przestrzeni wektorowych

Definicja: Przeksztalcenie A:V —U , gdzie V, U sg przestrzeniami
wektorowymi nad tym samym ciatem K jest homomorfizmem, jesli
1) Wvx,yeV A(x+y)=AX)+A(y),
2) VxeV VaeK A(ax) =aA(X).

Definicja: Przeksztalcenie A:V —U, gdzie V, U sa przestrzeniami
wektorowymi nad tym samym cialem K jest izomorfizmem, jesli jest
homomorfizmem i bijekcjg (odwzorowaniem wzajemnie jednoznacznym).

Homomorfizm przestrzeni w ,,siebie” nazywa si¢ endomorfizmem.

[zomorfizm przestrzeni w ,,siebie” nazywa si¢ automorfizmem.

Twierdzenia: Homomorfizm A:V —U jest jednoznacznie okreslony przez
zdefiniowanie dziatania A na wektory bazy V.

n
Dowod: {e.e,,...e,f -bazaV, Ae =g, eU, x=>aje,
i=1

Ax=A> ;e => o;Ag =Y o;0; =y. Nalezy pamietaé, Ze rozktad wektora
i=1 i=1 i=1

w bazie jest jednoznaczny.

{9:,9,....9, } nie jest baza U; staje sie baza, gdy A jest izomorfizmem

(,,izomorficznym obrazem bazy jest bazg”).

Definicja: Jadrem homomorfizmu A:V —U nazywamy podzbior V, 0znaczany
jako ker A, taki ze VxekerA Ax=0.

Twierdzenie: ker A jest podprzestrzenig V.

Dowod: Nalezy wykazac, ze ker A jest przestrzenig wektorowa, czyli ze:
1) Vvx,yekerA= (x+y)ekerA,

2) VxekerA VaeK = axekerA.
Jest to oczywiste: Ax=0A Ay=0 = A(X+Yy)=Ax+Ay=0A A(ox)=aAx=0.

Jesli A jest izomorfizmem, to ker A= {x=0}.
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Definicja: Defektem homomorfizmu A:V —U nazywamy dimker A,

Definicja: Obrazem homomorfizmu A:V —U nazywamy podzbior U,
oznaczany jako ImA, takize {yeU, vyelmA 3IxeV Ax=y}.

Definicja: Rzedem homomorfizmu A:V —U , 0znaczanym jako r(A),
nazywamy dimImA.

Jesli A jest izomorfizmem, to ImA=U i dimImA=dimV .

a 0
Przyklad: A:R® > R?, Alb :(ZJ. A jest homomorfizmem; kerA={x=|0|¢,
c C

0
wektory postaci x =| 0 |tworzg przestrzen wektorowg; dimker A=1, dimImA=2.
c

Reprezentacja macierzowa endomorfizmu

n n
AV >V, dimV =n, {e.e,,...e,f -bazaV, Ax=y, x=>a;e, y=> Bi&;,

i-1 i=1
Szukamy macierzy takiej, ze
Qi dp ... Qg |0y B:
a a a o
Ax=| 21 G22 ?n 2| _ B, _y
anl an2 oo ann Ocn Bn

n
Zauwazamy, ze owa macierz okresla rownanie Ag; =Y aje; (uwaga na kolejno$¢
i1

indeksow). Istotnie AX:Zn:aiAei :Zn:aizn:ajiej :anzn:ajiai € :Zn:Bjej =y.
j=L

i=1 =l j=1 j=1i=1

Macierz a; jest reprezentacja macierzowa A w bazie {e;,e,,...e,}.

Przyporzadkowanie macierzy endomorfizmowi jest jednoznaczne.
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Przyklad: A jest obrotem wektorow z R%. Wektory zapisujemy w bazie {ex,ey j.

Ae, =a,e, +a,e, =cosae, +sinae,

Ae, =a,e, +a,e, =-sinoe, +cosae,

A — a'XX
ay,

sina

A jest automorfizmem, detA=1, A™ :(

ayy cosa. —sina
ayy sino.  cosa

cosa —sina ) X XCcosa— ysina
cosa Ny Xsino + ycosa

yn
)
yh
)
]
1
1
1
¥
i
1
. L 4
. v -
Sin o \ ”_’ x'
L) —
{ _.—" cL N
— Ay e
- 1
\ cosa x
1}

sina
cosa )

Twierdzenia: Jesli A:v —V jest endomorfizmem todim ImA+dimker A=dimV .

Twierdzenia: Rzad endomorfizmu jest rowny rzedowi macierzy bedacej jego

macierzowq reprezentacja w dowolnej bazie.

Twierdzenia: Jesli A:V —V jest endomorfizmem to nastgpujgce warunki sg

rOwnowazne:
1) ImA=V,
2) dimImA=dimV,
3) dimkerA=0,
4)  r(A)=dimV,
5) macierz A jest nieosobliwa,

6)

A jest automorfizmem.
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Zmiana bazy

Macierz zmiany bazy

Mamy dwie bazy przestrzeni V: {e,.e,,...e,} i {9;,9,,...9,}. Endomorfizm jest

zdefiniowany jednoznacznie, jesli okresli¢ jego dziatanie na wektorach bazy.
A zatem Se; =g;, i=12,...n definiuje automorfizm. Jego reprezentacja

macierzowa w bazie {g,,e,,...e,} nazywa si¢ macierzg zmiany bazy.

Gll 612 “e Gln
4 c , Gy; Opp ... Oy,
Se; =g; = Y oj¢; (Uwaga na kolejno$¢ indeksow), S=| : :
j=1
Om On2 Snn

Zmiana wspolrzednvch

Zmiana wspotrzednych x° wektora x w bazie {e,.e,,...e,} na wspotrzedne x°
w bazie {g,,9,,...9,}.

n n n n ] . e S g
X=Za?9i ZZzaingiej =20tjej = Q; =chioci9 - X =X
i=1 j=1

i=1 j=1

Przyklad: W przestrzeni R mamy dwie bazy: {el = (;},ez = [(ﬂ} oraz

1 1 i . . .
{gl = ( ] g, = ( 1}} . Macierz zmiany bazy okre$laja rownania:

1
1 1 0
0; =01,6, tG €6, = 1 =0y 0 +Gy 1)

1 1 0
92 =126, 40228, = | 1= 02| o) O22( ¢ |

’ . 1 1
ktore da]%‘ 011 :l’ 021 :11 012 :11 622 = _1, tZﬂ. S = (1 1] .

detS =-2 S‘lzi_l _1231 1 35—1:11 R R :10_
’ -2\-1 1/ 2\1 -1)’ 211 -1)1 -1) (0 1
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Zmiana reprezentacji macierzowej

Mamy endomorfizm A:V -V, a A®jest jego reprezentacja macierzowa W bazie
le,.e,,...e, }. Szukamy macierzowej reprezentacji tego endomorfizmu w bazie

{01,9,,...0, }, ktore oznaczamy A’

Obliczam y = Ax na 2 sposoby:

n n n n n n n
1) Ax= Azaiggi :ZaigAgi :Zzaiga?i gj :Zzzaiga?i G)i€
iz i1 i1 j-1 i1 j=11-1
n n n n n n n n
2) Ax=>afAg; :Za?AZGji € ZZOL?ZGHAEJ- :ZZZa?Gjiaﬁ-q
i1 i1 1 il a1 i1 =111

Przyrownujac 1) i 2), co ma zachodzi¢ dla dowolnego x dostajemy:
2.0 i = oyaj,
1=1 1=1

.. . . e -1
co w zapisie macierzowym daje A°S =SA? lup A° =SAIS™T,

Poniewaz x® = Sx¢ oraz A® =SAYS™, y® = A°x® =SAYST Sx9 =SAIxXI.

Przyklad: Macierz obrotu R* w bazie
1 0 , e [COSOL —sina
{e1=( j,ez :( j} ma postac A :( ) j
0 1 sihna.  cosa
. 1 1 ,
W bazie {gl =(J,g2 :( J} mamy za$
A9 — speg L 1 11 c_030c —sina )1 1
2{1 -1)Asna cosa N1 -1

A cosa  Siha
—sino.  cosa )




Wyklad VI cd. Algebra

Wektory wlasne i wartosci wlasne endomorfizmow

Definicja: Wektorem wlasnym endomorfizm A:V —V, nazywamy niezerowy
wektor X spetniajgcy rOwnanie

AX=AX,

w ktoryma jest liczbg z ciata, nad ktoérym rozpigta jest przestrzen V; A nazywa
si¢ warto$cig wlasng odpowiadajaca wektorowi X.

Niech A bedzie endomorfizmem A:V -V, dimV =n, a A jego reprezentacja
macierzowa. Wowczas rownanie na wektory wiasne zapisujemy jako

(A=Al)x=0,

gdzie | jest macierzg jednostkowg. Warunkiem istnienia rozwigzan tego
(jednorodnego) rownania jest spetnienie rownania charakterystycznego:

det(A-2l)=0.

Skoro dimV =n, det(A-2l) jest wielomianem n-tego stopnia ze wzgledu na 2.,
zwanym wielomianem charakterystycznym. Jesli V jest przestrzenig nad cialem
liczb zespolonych rownanie charakterystyczne ma zawsze co najmniej jeden
pierwiastek. Stad twierdzenie:

Twierdzenie: Endomorfizm przestrzeni wektorowej nad ciatlem liczb
zespolonych ma co najmniej jeden, a maksymalnie n roznych wektorow
wiasnych 1 warto$ci wtasnych.

Twierdzenie: Wielomian charakterystyczny, a co za tym idzie i warto$ci
wlasne, nie zalezg od bazy reprezentacji macierzowej endomorfizmu.

Dowod: Mamy dwie bazy przestrzeni V: {e,.e,,...e,} i {9,.9,....9,}, W ktorych
roéwnania wlasne majg postac: A°x® =2°x°® 1 A%x% =219%9. Wielomiany
charakterystyczne rowne wiec sg det(Ae -2 I) I det(Ag — 71 ) Poniewaz

AY =S1A®S, mamy

det(A® —291)=det(SA°S —291)=det(s (A —291)5 )= det(A® —291).

Twierdzenie: Jezeli endomorfizm A:V —V, dimV =n, man liniowo
niezaleznych wektoréw wtasnych, to w bazie tworzonej przez te wektory
reprezentacja macierzowa jest diagonalna, a warto$ci wlasne sg elementami
glownej przekatne;.

Twierdzenie to 1 twierdzenie odwrotne sg w oczywisty sposob prawdziwe.
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: : 1
Przyklad 1: Macierz obrotu R* w bazie {el = (O}ez = (SJ} ma postac

coso. —Sina
A=

_ j Wielomian charakterystyczny réwny jest
sina cosa

cosao—A —Sina
det

: = (cosa— 1) +sin? o =22 —21cosa. +1. ROwnanie
sina. coso—A

charakterystyczne »* —2icosa +1=0 ma rozwigzanie w zbiorze liczb
rzeczywistych A =cosa tylko dla o.=0, a=n i a=2r bo A=-4{—cos’ «)<0.

1 0). . . ;s
Gdy a=0lub a=2rn, A= [0 J jest przeksztalceniem tozsamosciowym, a dla

-1 0 .. . . ,
a=mn, A= ( 0 J. Warto$ciami wilasnymi tych trywialnych przeksztatcen jest

1 lub —1, a zbior wektoréw wiasnych pokrywa si¢ z R,

Przyklad 2: Reprezentacja macierzowa odbicia O wzglgedem osi X przestrzeni
: 1 : :
R* w bazie {el = (OJ,ez = (2}} ma posta¢ O = ((1) OJ. Wektorami wlasnymi sg

[gj (b] z warto$ciami wlasnymi, odpowiednio, 1 i —1. Wielomian

charakterystyczny rowny jest (A —1)(A +1).

Przyklad 3: Reprezentacja macierzowa odbicia O wzglgdem prostej x =y
: . 1 :
przestrzeni R w bazie {el = (0} e, = G)} ma posta¢ O = ((1) ;J Latwo bowiem

., . (0 1Y)x y ) ) a)(-b L.
zauwazyc, 7 =| ° |. Wektorami wlasnymi sg | |, z wartosciami
1 O\y X a/lb

wlasnymi, odpowiednio, 1 1 —1. Wielomian charakterystyczny rowny jest
(k —1)= (L—1)»+1). Reprezentacja macierzowa odbicia ma posta¢ diagonalng

10 : 1Y’ 0\’ T a) (0
(O _J w bazie {gl :(OJ , 0, :(J } a wektory wlasne w tej bazie to (OJ [b)



