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Elektrostatyka 11

Wyktad ten poswiecony jest prawu Gaussa w dwoch roznych, choé¢ réwnowaznych, postaciach
oraz pojeciu potencjatu.

Roé6zniczkowe prawo Gaussa

Roézniczkowe prawo Gaussa, bedace w istocie ogdélnym sformutowaniem prawa Coulomba,
wyraza rownanie

V- E(7) = 47 p(7), (1)
odzie E (7) jest polem elektrycznym, p(7) gestoscia tadunku, a rézniczkowy operator dzialajacy
na pole elektryczne to dywergencja. We wspotrzednych kartezjanskich dziatanie dywergencji na
dowolne pole wektorowe é(F) zdefiniowane jest nastepujaco
oG*(r)  0GY(r) OG*(r
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V-Gl = ox dy 0z

(2)

przy czym 7 = (z,y,z) oraz G(F) = (G:”(F),Gy(F),GZ(F)). Widzimy, ze w efekcie dziatania
dywergencji wektor przeksztatcony jest w skalar.

Jesli dywergencja danego pola znika w calej przestrzeni, to méwimy, ze pole jest bezzrodlowe.
Linie takiego pola nie maja poczatku ani konca, lecz tworzg zamknicte petle. Zgodnie z prawem
Gaussa (1) pole elektryczne nie jest bezzrédtowe — Zrédlem pola elektrycznego sa tadunki. Linie
pola ,wychodzg” z tadunkéw dodatnich i ,wchodzg” w tadunki ujemne.

Rozwiazujac rownanie rézniczkowe (1) z odpowiednim warunkiem brzegowym, mozemy wy-
znaczy¢ pole elektryczne wytwarzane przez rozktad tadunku p(7). W wielu zastosowaniach jednak
tatwiej to zrobi¢ odwotujac sie do catkowej postaci prawa Gaussa. Aby ja otrzymac z rownania
(1) musimy skorzysta¢ z matematycznego twierdzenia Gaussa.

Twierdzenie Gaussa

Twierdzenie Gaussa orzeka, ze dla dowolnego pola wektorowego G (7) zachodzi réwnosé
/ &rv - G(7) = / &2 - G(7), (3)
1% s

gdzie V' to objetoéé ograniczona gladka powierzchnia S, a d?¢ jest zorientowanym elementem
powierzchni, czyli, jak pokazuje Rys. 1, elementem powierzchni d?c pomnozonym przez jednost-
kowy wektor 7 normalny do powierzchni, tzn. d*c = it d?c0. Wielko$¢ po prawej stronie réwnania
(3) nazywa sie strumieniem pola G(7) przez zamknieta powierzchnie S.

Aby dowiesé twierdzenie (3), najpierw zauwazamy, ze z prawdziwosci twierdzenia dla objetosci V', wynika prawdziwos$é

dla kazdej z dwéch czesci objetosci, gdy V' podzielimy na dwa. A jesli twierdzenie zachodzi dla V/2, to zachodzi réwniez
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Rysunek 1: Zorientowany element powierzchni
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dla V/4, itd. Wystarczy wiec wykazaé prawdziwos$é twierdzenia dla infinitezymalnie maltej objetosci w ksztalcie szescianu,

co osiggamy bezposrednim rachunkiem.

Catkowe prawo (Gaussa

Zastosowawszy twierdzenie (3) do pola elektrycznego, mamy
/ &rv - B / &2 - B(7 (4)
a skorzystawszy teraz z réwnania (1), otrzymujemy
4 /V &r p(7) = /S &2 - B(7). (5)
Jesli oznaczymy przez @)y tadunek znajdujacy sie w objetosci V', czyli
Qv = | d'r () (6)

to réwnanie (5) prowadzi do poszukiwanego catkowego prawo Gaussa

| B = 4 Qu, (7)

ktore wypowiadamy nastepujaco: strumien pola elektrycznego przez zamknietq powierzchnie jest
rowny tadunkowi zamknietemu wewngtrz tej powierzchni pomnozonemu przez 4m.

Przyktad

Jako przyktad zastosowania catkowego prawa Gaussa, rozwazmy dodatni tadunek punktowy ¢
umieszczony w poczatku uktadu wspotrzednych. Problem ma symetrie sferyczna, tzn. pole elek-
tryczne wytwarzane przez fadunek ¢ zalezy od odlegtosci od tadunku, lecz nie zalezy od kierunku.
Piszemy wiec E (r), nie zas E (7). Policzmy strumien pola elektrycznego przez powierzchnie sfe-
ry o srodku w poczatku uktadu wspotrzednych i promieniu r. W kazdym punkcie sfery pole
elektryczne jest, jak pokazuje Rys. 2, prostopadte do jej powierzchni, czyli jest rownolegte do
wektora normalnego 7 do powierzchni. A zatem

/S &2 - B(7) = /S &0 E(r) = E(r) /S Lo = Anr?EB(r), (8)

gdzie wykorzystaliémy fakt, ze pole sfery o promieniu r réwne jest 4wr?. Poniewaz tadunek
wewnatrz sfery wynosi ¢, wiec prawo Gaussa (7) mowi, ze

E(r) = L. (9)

r2

Rysunek 2: Punktowy ladunek dodatni ¢ otoczony sfera o promieniu r.
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Jesli uwzgledni¢ orientacje wektora pola elektrycznego znajdujemy ostatecznie znany wynik

E(r)= Ly, (10)

7’2

Potencjal

Jak pamigtamy z pierwszego wyktadu, pole elektryczne pochodzace od cigglego rozktadu
tadunku dane jest wzorem

E(F) = /d37"’p

Pokazemy teraz, ze wzér (11) mozna przeksztalci¢ do postaci

(11)

B = [ e 2L (12)

gdzie r6zniczkowy operator to gradient. We wspotrzednych kartezjanskich dziatanie gradientu
na dowolng funkcje skalarna f(7) zdefiniowane jest nastepujaco

L (Of(r) Of(r) Of(F)
Vf(r)z( 9z ' Oy ' 0z ) (13)

Widzimy, ze w efekcie dziatania gradientu skalar jest przeksztatcony w wektor.
Jesli wektor 7 wyrazi¢ poprzez sktadowe jako 7= (x, vy, 2), to zauwazmy, ze

1 1 (z,y,2) r
Vo=V = — =—. 14
r 12 +y2 + 22 (I’2 +y2 +Z2)3/2 r3 ( )
Powyzszy wzor tatwo uogdlniamy do poszukiwanej postaci, czyli
I
|7 =7 |F—

—/

v (15)

7
7:’/|3’

gdzie gradient dziata na sktadowe wektora 7 nie za$ 7. Podstawiajac wzér (15) pod catke w réw-
naniu (11) dostajemy poszukiwana formutle (12), wynoszac gradient przed znak catki. Mozemy
to zrobié¢, gdyz catkowanie wykonujemy po sktadowych wektora 7.
Wzér (12) zapisujemy jako
E(F) = —V&(F), (16)

gdzie ®(7) jest potencjatem réwnym

o) = [ 2O a7)

|7

Jesli pole elektryczne pochodzi od N tadunkéw punktowych g; umieszczonych w punktach 7
i ma postac

IR WS (18)

potencjal dany jest wzorem

JUGEDS U (19)

Latwo sprawdzi¢, ze pole (18) i potencjal (19) spetniaja relacje (16).
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Rotacja pola elektrycznego

Rotacja to rézniczkowy operator, ktory dziatajac na pole wektorowe tworzy inne pole, réw-
niez wektorowe. We wspolrzednych kartezjanskich i—ta skltadowa rotacji, dziatajacej na pole
wektorowe G(7), dana jest wzorem

(V x G(7)) = e & GH(7), (20)

gdzie 0" = -2 zas e

=5 to tensor catkowicie antysymetryczny, taki ze €*¥* = 1. Antysymetryczno$é
oznacza, ze zamiana miejscami kazdych dwoch indekséw zmienia znak tensora np. €?¥* = —e™¥?,
Antysymetrycznosé sprawia réwniez, ze tensor znika, gdy jakikolwiek indeks powtarza sie np.
¥ = (0. Dodajmy jeszcze, ze we wzorze (20) zastosowaliémy konwencje sumacyjna, zakladajaca
sumowanie po powtarzajacych sie indeksach, tutaj po j oraz k.

Z pomoca wzoru (20) tatwo znajdujemy sktadowe z, y i z rotacji pola é(?) jako

_0GHR) 967

ijk

(VxG@®) B 5 (21)
(Vx G@) = 86;2(7?) _ 86;177), (22)
(Vx @) = a%yp - ai;(ﬁ. (23)

Jesli rotacja pola wektorowego znika, to méwimy, ze pole wektorowe jest bezwirowe. Oznacza
to, ze linie pola nie tworzg zamknietych petli. Okazuje sie, ze polem bezwirowym jest gradient
dowolnej funkcji skalarnej f(7), gdyz

V x Vf(7) =0, (24)

co tatwo sprawdzié, korzystajac z jawnych wyrazen (21), (22) i (23).

Prawdziwosé relacji (24) jest oczywista, jesli rotacje gradientu zapisaé jako
(V x VI(R) =% 970" f(). (25)

Mamy tutaj bowiem tzw. zwezenie tensora antysymetrycznego €7* z symetrycznym 79*. Obliczmy wielko§é S% A7%,
w ktérej tensor S¥ jest symetryczny, tzn. S = S9¢, zag AY jest antysymetryczny tzn. AY = — A7, Wielkoéé nie ulegnie
zmianie, jesli ¢ zamienimy na j, a j na i. Mamy wiec S A9 = S§9 A% Teraz korzystamy z faktu, ze tensor S jest
symetryczny, a AY jest antysymetryczny, co daje SY A% = —S% A%, Tak dochodzimy do wniosku, ze S% A’ znika, bo
zero to jedyna liczba réwna swojej przeciwnej.

Zgodnie z réwnaniem (16) pole elektryczne jest minus gradientem potencjatu, wiec

V x E(7) =0, (26)

co oznacza, ze w elektrostatyce pole elektryczne jest bezwirowe, linie pola nie sa zamknietymi
petlami. Prawo Gaussa (1) wraz z réwnaniem (26) tworza pelny uktad réwnan elektrostatyki.

Ro6ownanie Poissona

Podstawiajac pole elektryczne wyrazone przez potencjal zgodnie z réwnaniem (16) do prawa
Gaussa (1), znajdujemy réwnanie

AD(r) = —dm p(7), (27)
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zwane rownaniem Poissona; operator rézniczkowy A to laplasjan (od Pierre’a Simona de Lapla-
ce’a) dany we wspolrzednych kartezjanskich wzorem

0? 0? 0?
w2 Y Y Y
A =V*= 502 + oy + 52" (28)

Interpretacja potencjatu

Praca jaka trzeba wykona¢ przeciwko sitom elektrostatycznym, aby tadunek ¢ przeniesé
z punktu 7, do 73, réwna jest catce sity po drodze od punktu 7, do 7%, czyli

W= —/fb dl'- F(7). (29)

Poniewaz F(F) = qE(7), za$ E(F) = —V®(F) wiec mamy

—

b

W= [ dl Vo) = g0

= q(fD(Fb) - <I>(Fa)). (30)

A zatem, r6znica potencjatu pomnozonego przez tadunek w punkcie 7, i w punkcie 77, jest rowna
pracy jaka trzeba wykonaé¢ przeciwko sitom elektrostatycznym, przenoszac tadunek z punktu 7,
do 7. To wtadnie okresla fizyczny sens potencjatu. Zauwazmy przy tym, ze wielko$¢ pracy nie
zalezy od drogi, a jedynie od punktu poczatkowego i koncowego. A jesli prace wykonujemy po
zamknietej drodze, czyli punkt poczatkowy pokrywa si¢ z koncowym, praca jest zerowa.

Pole elektryczne dane wzorem (16) nie ulega zmianie, jesli do potencjalu dodaé dowolna
stata C, poniewaz VC' = 0. Méwimy wiec, ze potencjal jest okreslony z doktadnoscia do statej.
Mozna zatem tak dobra¢ te stata, aby potencjat znikal w nieskonczonosci. Wowcezas potencjat
w punkcie 7 pomnozony przez tadunek ma sens pracy jaka wykonujemy przenoszac ten tadunek
z nieskonczonosci do punktu 7.

Powierzchnia ekwipotencjalna

Powierzchnia ekwipotencjalna to powierzchnia, na ktérej potencjat wytwarzany przez da-
ny uktad tadunkéw, przyjmuje stata wartosé. Linie pola (okreslone przez gradient potencjatu),
przechodzace przez powierzchnie ekwipotencjalna, sg do niej prostopadte. Dwa przyktady po-
wierzchni ekwipotencjalnych i linii pola przedstawia rysunek 3. Dodajmy jeszcze, ze praca przy
przemieszczaniu tadunku po powierzchni ekwipotencjalnej jest zerowa.

Rysunek 3: Linie pola (kolor bordowy) i powierzchnie ekwipotencjalne (kolor niebieski) w przypadku dwéch par
tadunkéw ——+ (po lewej stronie) oraz ++ (po prawej stronie).
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Roéwnania elektrostatyki
Podsumujmy wyktad stwierdzeniem, ze prawo Gaussa (1) oraz réwnanie (26), czyli

{ V- E(F) = 47 (),

V x E(f) =0, (81)

tworza zupely uktad rownan elektrostatyki w prézni.



