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Elektrostatyka III

Wyktad ten poswiccony jest dwom zagadnieniom: energii jaka jest skumulowana w polu elek-
trycznym oraz potencjatowi wytwarzanemu przez zlokalizowany rozktad tadunku. Wstepem do
drugiego zagadnienia bedzie analiza szczegbélnego przypadku — dipola.

Energia pola elektrostatycznego

Jak juz bylo wyjasnione poprzednio, jesli potencjat znika w nieskonczonosci, woéwczas jego
warto$¢ w punkcie 7 pomnozona przez tadunek réwna jest pracy jaka trzeba wykonaé, aby
przenie$¢ tadunek z nieskonczonosci do punktu 7. Ladunek znajdujacy sie w tym punkcie ma
energie potencjalng rowna owej pracy.

Jesli wiec mamy N tadunkow punktowych ¢; umieszczonych w punktach 7, to energia :—tego
ladunku réwna jest E; = ¢; (), gdzie ®(7;) jest potencjalem wytwarzanym przez pozostate
tadunki w punkcie 75, czyli

S q;
E; = Qiq)(ri) = 4q; —— (1)

Energia calego uktadu N tadunkéw wynosi

E=3 Ei Sy 2)

i=1 j=1,75<1%

Sume po j wykonujemy w taki sposéb, ze po pierwsze j # i. Ten wyraz sumy jest nieskonczony,
bo mamy zero w mianowniku, a odpowiada on samooddziatywaniu, czyli oddziatywaniu tadunku
q; z potencjalem wytwarzanym przez ten wlasnie tadunek w punkcie 7;, gdzie si¢ sam znajduje.
Ponadto sumujac po ¢ i po j, czyli po parach tadunkéw, nalezy unikngé dwukrotnego uwzgled-
niania tej samej pary, raz jako 27, a potem jako ji. Uzyskujemy to naktadajac warunek j < 1,
lecz rownie dobrze moglibysmy zazadac, by 7 > i. Ten sam wynik otrzymujemy uwzgledniajac
kazda par¢ podwdjnie i dzielac sume przez dwa, czyli
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gdzie wcigz wykluczylismy samooddziatywanie.
Jedli dyskretne tadunki we wzorze (3) zastapi¢ ciaglym rozktadem tadunku p(7), a sumy

catkami dostajemy
E_tﬂp/ffmwx) 4
7= 7] W
Pamigtajac, ze potencjal wytworzony przez rozktad tadunku dany jest wzorem
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Wyrazenie (4) mozemy zapisa¢ jako

1
LG G] (6)
Skorzystawszy z réwnania Poissona

AB(7) = —dr p(7), (7)
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by wrazi¢ p(r) jako p(7) = —A®(r) /4w, rownanie przybiera postaé
1
E-= ——/d?’r(b(F)Ad)(F). (8)
8m
Pamietajac, ze /A = VZ, wykonujemy catkowanie przez czeéci we wzorze (8) i dostajemy

E= 8177 /d3r<V<I>(f‘)) V(7). 9)

Wyraz brzegowy, ktory pojawia sie przy catkowaniu przez czesci — tutaj catka po powierzchni
ograniczajacej nieskonczong objetos¢, znika, gdyz zaktadamy, ze potencjal w nieskonczonosci
jest zerowy. -

Poniewaz pole elektryczne jest gradientem potencjatu ze znakiem minus, czyli E(7) = =V ®(7),
wiec energie pola elektrycznego wynosi

_ i 3. T2 (R i 3, 12
E—87T/drE(r) E(r)—SW/drE(F). (10)
Wielkos¢ 1
«(F) = — B2(7) (11)
8w

jest gestoscig energii pola elektrycznego.

Energia pola dana wzorem (2) nie musi by¢ dodatnia. Wyrazy odpowiadajace parom tadun-
kéw jednoimiennych sg, co prawda, dodatnie, lecz te reprezentujace pary tadunkéw réznoimien-
nych sg ujemne. Widzimy natomiast, ze gestosé¢ energii (11) jako kwadrat pola elektrycznego jest
dodatnia i dodatnia tez jest energia pola dana wzorem (10). Réznica wynika z faktu, ze formuta
(10) uwzglednia wktad od samooddziatywania wykluczony we wzorze (2). W przypadku tadunku
punktowego ¢ znajdujacego sie w punkcie 7 energia samooddzialywania dana jest wzorem

lim ——— d = 00 (12)
jest wiec nieskonczona dodatnia.

Dipol

Dipol to uktad dwoéch przeciwnych, lecz rownych co do wartosci tadunkéw punktowych, znaj-
dujacych sie w odlegtosci duzo mniejszej niz odlegtosé, z ktorej tadunki obserwujemy.

Obliczmy potencjal wytwarzany przez dipol. Ladunek dodatni ¢ umieszczamy w punkcie @/2
za$ ujemny w —a/2. Odleglosé miedzy tadunkami réwna jest a = |@|. Potencjal bedacy suma
potencjatéow od obu tadunkéw wynosi

q q
Pr)=——"7-7--—-————7—. 13
() |7 —a/2| |7+ a2 (13)
Poniewaz o dipolu, nie za$ o dwéch tadunkach, méwimy wtedy, gdy a < r, gdzie r = ||,
wiec we wzorze (13) musimy uwzgledni¢ ten warunek. Obliczamy w tym celu

1 1 1 1
= = , (14)
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gdzie 7 jest wersorem o kierunku wektora 7, czyli 7 = 7/r. Poniewaz a < r, wiec pod pierwiast-
kiem mozemy zaniedbaé¢ ostatni wyraz, a pierwiastek rozwinaé szereg Taylora wokot punktu
a =0, co daje

—

1 1 1 T-a
~—14+—. 15
a2~ o r( * 27") (15)
Przypomnijmy tutaj rozwiniecie funkcji (1 + x)® w szereg Taylora wokét x = 0, uwzgledniajace
pierwsze trzy wyrazy
ala—1)

2
We wzorze (15) uwzgledniliémy tylko dwa pierwsze wyrazy rozwiniecia (16).
Ostateczny wzor do zastosowania dla obu cztonéw formuty (13) wyglada nastepujaco

1 1(1i7’ a) (17)

1+z)*=14az+ e S (16)

|7 Fa/2l 2r
Podstawiajac wyrazenia (17) do formuly (13), znajdujemy
q T-d T-d qr-a qr-a
o) =2(1+ % - - . 18
(") 7’( + 2r * 2r > 2 r3 (18)

Jesli wprowadzimy wielko$¢ zwang momentem dipolowym p’ = qa, to potencjal dipola zapisujemy
jako

"@l

o) =" L (19)

Moment dipolowy jest z definicji skierowany od tadunku ujemnego do dodatniego. Pole elek-
tryczne dipola znajdujemy obliczajac minus gradient potencjatu (19).

Potencjal zlokalizowanego rozkladu tadunku

Rozwazamy zlokalizowany rozktad tadunku, czyli przypadek, gdy gestosé tadunku p(7) znika,
jesli » > R. Innymi stowy, tadunki mozna zamkna¢ w kuli o promieniu R, podczas gdy poza
kulg gestos¢ tadunku jest zerowa. Nie oznacza to bynajmniej, ze tadunki tworza kule.

Zachodzi pytanie, jaki potencjal ®(7) wytwarza zlokalizowany rozktadu tadunku w odlegtosci
r duzo wiekszej niz R. Jak juz wiemy, potencjal pochodzacy od gestosci tadunku p(7) dany jest
wzorem

3,./ p( )
o) = [ d'r prt (20)
ktory przeksztalcimy, wykorzystujac warunek r > R. Widzimy, ze zagadnienie dipola to szcze-
gblny przypadek tego ogdlnego problemu.

Skoro p(7’) znika, gdy ' > R, wiec w obszarze, ktéry daje niezerowy wklad do catki (20),
mamy 7 > 1’, bo zalozylidmy, ze r > R. Wyprowadzimy wigec wzér analogiczny do wzoru (17),
biorgc o jeden wiecej wyraz w rozwinieciu Taylora. A zatem obliczamy

1 1 1 B 1 o
F= T -y Jrz—or m et 1=
Skorzystawszy ze wzoru (16), gdzie z = —27 - 7' /r 4+ r"* /r? za§ @ = —1/2, otrzymujemy

1 1 o2 p\ 370 27?2
]W#W:ro_2<_/ﬂ+ﬂ>+8(_ﬂ+ﬂ>_H”> (22)
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Po podniesieniu do kwadratu wyrazenia tworzgcego trzeci czton rozwiniecia, uwzgledniamy tylko
kwadrat 27 - 7' /r?, gdyz kolejne wyrazy sa juz duzo mniejsze. Tak znajdujemy

1 1 77 3(F-7)?
S A S D R VT 23
7= + r3 2r3 + 2r5 + (23)

Podstawiajac wyrazenie (23) do réwnania (20) otrzymujemy tzw. rozwiniecie multipolowe

1 1 1
CID(F):;/dgr’p(F')+ﬁ/d3r'p(f")f'-77'+ﬁ/dgﬂp(ﬁ)@(ﬁf"f—7’27"2>+..., (24)

co mozna zapisa¢ jako

Fipi pipd O
P Q

r3 2r5

gdzie wielkodci ¢, p* i Q¥ to momenty monopolowy, dipolowy i kwadrupolowy rozktadu tadunku,

zdefiniowane nastepujaco

qm:% to (25)

¢ = [dro@), (26)
Jo= / &r p(7) 1, (27)

Q7 = [ o) (3 - 5. (28)

Moment monopolowy jest wielo$cia skalarng, dipolowy wektorowa, a kwadrupolowy jest tenso-
rem.

Wzér (25) pokazuje, ze im wyzszego rzedu jest dany moment tym szybciej maleje ze wzrostem
odlegtosci (1) jego wktad do potencjatu. Wktad monopolowy ubywa jak r=!, dipolowy jak r=2
kwadruplowy za$ jak r=3.

Moment monopolowy wystepuje, jesli tylko catkowity tadunek jest rézny od zera. Moment di-
polowy moze by¢ niezerowy nawet wtedy, gdy catkowity tadunek znika, podobnie jest momentem
kwadrupolowy. Moment kwadrupolowy moze si¢ pojawi¢ i wtedy, gdy momenty monopolowy i
dipolowy sa zerowe. Uwzgledniajac kolejne momenty coraz doktadniej opisujemy rozktad tadun-
ku.



