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Elektrostatyka w osrodku dielektrycznym

Poprzednie trzy wyktady poswiecone byty elektrostatyce w prézni, czyli opisowi statycznych
tadunkéw i pol elektrycznych w nieobecnosci jakiegokolwiek o$rodka materialnego. Teraz zoba-
czymy jak osrodek modyfikuje sformutowany dotychczas opis. Ograniczymy sie jednak tylko do
dielektryka, a wiec materiatu — moze to by¢ gaz, ciecz lub ciato stalte, ktory jest izolatorem.
Nie wystepuja wigc w nim swobodne tadunki, lecz jedynie elektrycznie neutralne atomy lub
czasteczki. Powietrze jest przyktadem takiego osrodka.

Polaryzacja osrodka

Gdy atomy lub czasteczki znajda si¢ w polu elektrycznym, tadunki dodatnie, wtasciwie jony
dodatnie, przesuwaja sie zgodnie z kierunkiem pola elektrycznego, zas$ tadunki ujemne, gtow-
nie elektrony, przesuwaja sie w kierunku przeciwnym do pola elektrycznego. Powoduje to, ze
molekuta, ktéra w nieobecnosci pola elektrycznego nie wykazuje momentu dipolowego, staje si¢
dipolem. Moéwimy, ze zewnetrzne pole indukuje moment dipolowy.

Opisang sytuacje, okreslang jako polaryzacje molekuty, ilustruje Rys. 1. Jesli zewnetrzne pole
elektryczne nie wystepuje, elektrony rownomiernie otaczaja tadunek dodatni — srodek cigzkosci
elektronow pokrywa sie ze srodkiem ciezkosci tadunku dodatniego. Wtaczenie pola elektrycznego
powoduje rozsuniecie srodkéw ciezkosci — pojawia sie moment dipolowy.

Potencjal wytwarzany przez uktad dipoli

Jak pamietamy z Wyktadu III, potencjat pola elektrycznego wytwarzanego przez dipol
o momencie dipolowym p, ktérego srodek znajduje sie w poczatku uktadu wspotrzednych, wynosi

—

B(F) = J (1)

Jesli érodek dipola jest w punkcie 7/, to potencjat (1) przyjmuje postac

O(F) = M, 2)

|7 — 7|3

a jesli mamy N dipoli, zajmujacych potozenia 71/, 7' ... 7n ', to

0 -y B, ®)

© > .0 "

Rysunek 1: Polaryzacja molekuly na skutek pola elektrycznego
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Gdy zas mamy ciagly rozklad gestosci momentu dipolowego ﬁ(?), zwany tez wektorem
polaryzacji, to

@ﬁW—/fwPﬁ?“F‘WW ()

=173
Pamietamy z Wyktadu II, ze

1 7— 7
V= Tl (5)

Jesli gradient oblicza¢ nie wzgledem wspotrzednych wektora 7, lecz wzgledem wspotrzednych
wektora 7/, to mamy relacje

l

!/

1 =7
\vA = : 6
7= T3 (6)
Skorzystawszy ze wzoru (6), formute (4) mozemy zapisaé¢ w postaci
~ 1
_ 3 =
@(7:‘) = /d T, P(T/) . V/m, (7)

ktora po wykonaniu catkowania przez czesci, prowadzi do poszukiwanego wyrazenia

—

v P()

P
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Wykonujac catkowanie przez czesci pomingliSmy czton brzegowy, zakladajac, ze gestos¢ momentu
dipolowego P(7) znika w nieskoniczonosci.

Roéwnania elektrostatyki w osrodku

Wyobrazmy sobie, ze mamy pewien rozktad tadunku p(7) w osrodku, w ktérym pole elektrycz-
ne wytworzone przez p(7) indukuje gesto$é momentu dipolowego, czyli wektor polaryzacji P(7).
Jak pamietamy z Wyktadu II, potencjat pola elektrycznego wytwarzanego przez p(r) wynosi

wmz/fﬂpwq 9)

=7

Jesli uwzgledni¢ wktad od gestosci indukowanego momentu dipolowego ﬁ(ﬂ, ktory dany jest
wzorem (8), to otrzymujemy

—

=17

@(F) _ /dST/ p(F/) |_ V' P(F/) (10)

Tak dochodzimy do bardzo waznego wniosku: dywergencja gestosci momentu dipolowego v.P (7)
daje wktad do gestosci tadunku p(7). A zatem, rézniczkowe prawo Gaussa w osrodku wyglada

nastepujaco

V- B(7) = 47 (pl7) ~ V- P(7) (1)
Jesli czton zawierajacy V - ]3(77) przenie$¢ na lewa strong réwnania (12), otrzymujemy
V- B(#) = 4 p(), (12)

gdzie wektor . . .
D(7) = E(7) + 47 P(7) (13)
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nosi nazwe indukeji elektrycznej lub wektora przesuniecia. Oznaczenie litera ‘D’ odpowiada an-
gielskiej wersji drugiego okreslenia czyli displacement.

Fakt, ze w osrodku pole elektryczne jest sumag pola zewnetrznego i pola wytwarzanego przez
indukowany moment dipolowy nie zmienia natury pola elektrycznego, pozostaje ono bezwirowe.
Innymi stowy, pole elektryczne nadal jest gradientem (minus) potencjatu, a zatem

V x E(f) =0, (14)

bo, jak pamietamy z Wyktadu II, rotacja gradientu znika.
Roéwnania elektrostatyki w prézni tworza uktad

{ V - E(F) = 47 p(7), (15)
V x E(T) =0,
w osrodku zas mamy
{v-ﬁmzzxm(f), )
V x E(r) = 0.

Do réwnania okreslajacego indukcje elektryczna 5(7#) wchodzi jedynie gesto$¢ ladunkow
zewnetrznych — zewnetrznych wobec osrodka. Nie oznacza to jednak, jak wyjasnimy w dalszej
czesci wyktadu, ze przy tym samym rozktadzie tadunku p(7) pole 5(?’) w osrodku bedzie zawsze
takie samo jako pole E(7) w prozni.

Zwigzek materialowy

Aby rozwiazaé¢ réwnania (16), nalezy okresli¢ relacje pomiedzy polami 5(77) i E (7) lub E (7)
i ﬁ(f’), czyli wprowadzi¢ zwigzek materiatlowy. Bogactwo materiatéw o bardzo zréznicowanych
wtasnosciach sprawia, ze owe zwiazki moga by¢ bardzo rézne. Ograniczymy sie tutaj do naj-
prostszej postaci

—

ﬁ(F) = XeE(F)> (17)

gdzie wielko$é y. nazywana jest podatnoscia elektryczna o$rodka. Zwiazek (17) jest po pierwsze

izotropowy tzn. kierunek wektora polaryzacji J2 (7) jest zgodny z kierunkiem wektora E (7). Zwia-

zek ten jest réwniez liniowy, czyli dtugosé wektora ]3(77) jest proporcjonalna do dtugosci wektora

E (7). Zwiazek (17) jest w koncu niedyspersyjny — nie zalezy od zmiennosci pola E (7) w prze-

strzeni. Wszystkie te wlasnosci maja zwykle charakter przyblizony. Izotropowos¢ nie zachodzi

dla krysztatéow, w ktérych mamy wyr6znione kierunki. Proporcjonalnosé P(7) i E(F) zatamuje

sie zwykle w przypadku dostatecznie silnego pola E (7). Jesli zewnetrzne pole ulega zmianom na

maltych dlugosciach, relacja dana réwnaniem (17) réwniez przestaje obowiazywac.
Podstawiajace zwiazek (17) do réwnania (13), otrzymujemy

D() = (1+ 47 x.) E(7), (18)
czyli . .
D(r) = e E(7), (19)
gdzie
e=1+47m X, (20)

jest przenikalnoscia elektryczna osrodka. Stosujac uktad jednostek SI méwimy wtedy o wzglednej
przenikalnosci elektrycznej, gdyz przenikalno$¢ prézni w tym uktadzie, w przeciwienstwie do
uktadu CGS, jest rézna od jednosci.
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Jak pokazuje Rys. 1, pole elektryczne wytworzone przez indukowany moment dipolowy jest
przeciwnie skierowane wobec pola zewnetrznego. A zatem polaryzacja osrodka ostabia zewnetrz-
ne pole. Oznacza to, ze w materiale dielektrycznym ¢ > 1. Do tego samego wniosku dochodzimy
rozwazajac relacje (17). Pamietaé¢ przy tym nalezy, ze moment dipolowy jest z definicji skiero-
wany od tadunku ujemnego do dodatniego, co sprawia, ze x. > 0, a po wstawieniu do rownania
(20) znajdujemy € > 1. Typowe wartosci przenikalnosci elektrycznej sa znaczace. Na przyktad
wody w temperaturze pokojowej wynosi 80.

Rys. 1 pokazuje rowniez, ze spolaryzowany material jest przyciagany w kierunku przeciwnym
do kierunku pola elektrycznego wywotujacego polaryzacje. Wyjasnia to zjawisko, od obserwacji
ktorego zaczeta si¢ nauka o elektrycznosci, czyli przyciggania drobin przez naelektryzowane
przedmioty.

Osrodek jednorodny

Jesli osrodek, w ktorym wystepuja zewnetrzne tadunki i pola, jest jednorodny, czyli taki sam

w calej przestrzeni, wowczas prawo Gaussa (16) dla pél D(7) i E(7) ma postaé
V- D(7) = 47 p(7), V- E(R) = — p(7), (21)

gdzie skorzystalismy z relacji (19). A zatem pole indukcji elektrycznej ﬁ(ﬁ wytwarzane przez
rozkltad tadunku p(7) jest takie samo jak pole E(7) wytwarzane przez p(7) w prozmi. Pole zas
elektryczne E(f’) w osrodku jest zmniejszone o czynnik £ w stosunku do tego, ktére bytoby
W prozni. . .

Aby znalezé warunki jakie pola E(7) i D(7) spelniaja na granicy osrodkéw, wykorzystamy
twierdzenie Gaussa oméwione w Wyktadzie II oraz twierdzenie Stokesa, ktore przedstawimy
teraz.

Twierdzenie Stokesa

Dla dowolnego pola wektorowego G(7) zachodzi réwnoéé
/cﬁav x G(7) :/ di- G(7), (22)
s c

gdzie S jest powierzchnig ograniczona gtadka krzywa zamknieta C, d?¢ jest znanym z twierdzenia
Gaussa zorientowanym elementem powierzchni, a dl jest zorientowanym elementem krzywej C'

tzn. dl = dl S, gdzie § jest jednostkowym wektorem stycznym do krzywej zorientowanym w taki
sposob, ze krzywa C' obiegamy w kierunku przeciwnym do kierunku ruchu wskazéwek zegara.
Wielko$¢ po prawej stronie réwnania (22) nazywa sie krazeniem pola G(7) wzdluz zamkniete;
krzywej C. Dowod twierdzenia Stokesa jest podobny do dowodu twierdzenia Gaussa.

Wektor E na granicy osrodkow

Poniewaz V x E () = 0, wiec z twierdzenia Stokesa wynika, ze krazenie pola elektryczne-
go wzdtuz dowolnej krzywej zamknietej znika. Rozwazmy wiec prostokatna petle pokazang na
Rys. 2, umieszczong na granicy dwoch osrodkow dielektrycznych o przenikalnosciach 1 i €5. Od-
cinki petli rownolegte do granicy osrodkéw maja dtugosé [, a dtugosé odcinkow prostopadtych
jest infinitezymalnie mata i wynosi dz.

Obliczmy teraz krazenie wzdtuz petli z Rys. 2, zakladajac, ze dtugosc [ jest na tyle mala, ze
pole E(7) nie zmienia si¢ istotnie, gdy posuwamy sie wzdtuz boku petli, ktéry jest réwnolegly
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A

A 4

gl <1 > 2

dx

Rysunek 2: Prostokatna petla o dtugoéci [ i infinize- Rysunek 3: Puszka o powierzchni denka A i infinite-
tymalnie malej szerokosci dx, ustawiona na granicy  zymalnie malej wysokosci dz, ustawiona na granicy
dwéch osrodkéw dielektrycznych o przenikalnoéciach ~— dwoch osrodkéw dielektrycznych o przenikalnosciach
€1 po lewej stronie i €3 po prawej stronie. €1 po lewej stronie i 2 po prawej stronie.

do granicy osrodkéw. Pomijajac wklad do krazenia od infinitezymalnie matych odcinkéw petli
prostopadtych do granicy osrodkéw, znajdujemy

0= [l B =15 - By 415 By = 15 - (By - By), (23)
c

gdzie wielko$ci z indeksem 1 odnosza sie do osrodka po lewej stronie, a z indeksem 2 do osrodka
po prawej stronie. W réwnaniu (23) uwzgledniliSmy, ze §; = —85. Poniewaz §; jest wektorem
jednostkowym, wiec zachodzi réwno$c¢ s; - By = E]|_|, w ktorej E{' jest sktadows pola elektrycznego

w osrodku 1 réwnolegty do granicznej powierzchni miedzy o$rodkami. A zatem
oz/cdf-E:z(E'l'—E;'). (24)
Poniewaz krazenie jest zerowe, otrzymujemy warunek
E) = E), (25)

ktory wypowiadamy: skladowa pola elekirycznego réwnolegla do granicy osrodkow jest ciggla.
Zwroéémy uwage, ze pole E ma dwie sktadowe réwnolegte do granicy, gdyz ta jest powierzchnig.

Wektor D na granicy osrodkow

Aby sformutowa¢ warunek jaki spelia pole l_j(f') na granicy osrodkow, wykorzystamy prawo
Gaussa, ktore orzeka, ze

[ D) = 4w Qu, (26)

gdzie S jest powierzchnia ograniczajaca objetos¢ V', w ktorej znajduje si¢ tadunek @y . Objetosé
V wybieramy jako puszke pokazang na Rys. 3, umieszczona na granicy dwéch osrodkéw dielek-
trycznych o przenikalnosciach €1 i €5 w taki sposob, ze denka puszki sg rownolegte do powierzchni
granicznej osrodkow. Diugos¢ puszki dx jest infinitezymalnie mala.

Obliczamy teraz strumien pola D(7) przez powierzchnie otaczajaca puszke, pomijajac po-
wierzchni¢ boczng ze wzgledu na infinitezymalnie mata dtugos¢ puszki. Rachunek sprowadza sie
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do policzenia strumienia przez denka. Zakladamy przy tym, ze rozmiary denek sa tak mate, ze
pole D(7) na calej powierzchni A kazdego z denek jest takie samo. Znajdujemy wtedy strumien

/d26-5:Aﬁ1-51+Aﬁ2-52:Aﬁ1-(51—132), (27)
S
ktéry wstawiony do réwnania (26) daje relacje

ity - (D1 — Do) = 4 o, (28)

gdzie

o

Qv
- (29)
jest gestoscia powierzchniowa zewn@trznego tadunku znajdujacego si¢ na powierzchni rozgra-
niczajacej osrodki. Poniewaz iy - D, = Di, gdzie Di jest sktadowa pola D prostopadta do
powierzchni rozgraniczajacej osrodki, relacje (28) zapisujemy jako

Df — Dy =4no. (30)

Jesli nie ma tadunku zewnetrznego na granicy osrodkéw (o = 0), warunek (30) orzeka, ze skla-
dowa indukcji elektrycznej prostopadta do granicy osrodkow jest ciggla. Jedli natomiast tadunek
zewnetrzny wystepuje to, skfadowa indukcji elektrycznej prostopadta do granicy osrodkow doznaje
skoku o wysokosci 4m o.

Zalamanie linii pdl E i D na granicy osrodkow

Aby uchwycié sens relacji (25) i (30), rozwazmy, co sie dzieje z linig pola elektrycznego na
granicy dwoch oérodkow o przenikalnosciach €1 i 9. Zaktadamy, ze na granicy osrodkéw nie
wystepuje powierzchniowy tadunek zewnetrzny, wiec relacje (25) i (30) zapisujemy jako

El = El, e1Bf = e, By (31)

Jak widzimy, sktadowa pola elektrycznego réwnolegta do granicy osrodkoéw nie ulega zmianie,
natomiast sktadowa poprzeczna skokowo wydtuza sie lub skraca w zaleznosci od tego czy €5 < €1,
czy tez €9 > €1. Linia pola elektrycznego ulega wiec zatamaniu. Caty problem jest zilustrowany
na Rys. 4. Zauwazmy, ze mamy tutaj do czynienia z sytuacja podobna do zatamania promienia
sSwiatta na granicy dwoch osrodkow, opisywanego przez prawo Snella. Prawo zatamania linii pola
elektrycznego mozemy zapisa¢ w postaci

t ga &1

tgd e (32)
katy a i # zaznaczone sa na na Rys. 4.

Zauwazmy, ze zgodnle ze zwiazkiem materialowym (19) wektory pola elektrycznego Eiin-
dukcji elektryczne] D sg zawsze do siebie réwnolegle. Zalamanie linii pola D musi by¢ wiec
takie jak linii E. Stwierdzamy, ze tak faktycznie jest, korzystajac z relacji (31), ktére dla pola
D przybieraja postac

— D] = —Ds, Di = Dy. (33)
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r E! >8R

E1H ! / E1”
E, E

1
Rysunek 4: Linia pola elektrycznego E na granicy dwoch osrodkéw dielektrycznych o przenikalnosciach €1 i es.
Lewy rysunek odpowiada sytuacji, gdy €5 < €1, prawy zas ea > €.

YLadunek punktowy w osrodku

Rozwazmy tadunek punktowy ¢, znajdujacy si¢ w $rodku kuli o promieniu R wykonanej
z materiatu dielektrycznego o przenikliwosci €. Poza kulg rozcigga si¢ proznia. Pytamy jakie sa
pola D(7) i E(7) wytwarzane przez tadunek g.

Ze wzgledu na symetrie sferyczng problemu linie pola 5(17) i E(F) sg prostopadie do po-
wierzchni sfery oddzielajacej oérodek o przenikliwosci € od prozni. Nie wystepuje wiec sktadowa
pol rownolegta do powierzchni rozgraniczajacej osrodki, mamy tylko sktadowa poprzeczna. Pole
D(7) jest wiec wszedzie ciagle, a prawo Gaussa, ktére dla indukeji elektrycznej D(7) dane jest
wzorem (26), pokazuje, ze pole ﬁ(f) jest roéwne polu E(f’) w prézni tzn.

= T
B =as. (39)
Pole E(F) znajdujemy ze zwiazku materiatowego (19) jako
r)=q—
q7’3 1 r > R.

Widzimy, ze pole elektryczne doswiadcza skoku na powierzchni sfery, co wigze sie z indukowaniem
tam tadunku wynoszacego ¢(1 — 1/¢).

co>en ‘ £9 <8y

Rysunek 5: Linie pola elektrycznego wytwarzanego przez tadunek punktowy, znajdujacy sie w poblizu ptaskiej
granicy dwoch osrodkéw dielektrycznych o przenikalnosciach €; po lewej stronie i €5 po prawej stronie.
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Na koniec zauwazmy, ze problem wyznaczenia pol D(7) i E(7) wytwarzanych przez ladunek
punktowy ¢ bardzo sie komplikuje, jesli uktad nie ma symetrii sferycznej. Trzeba wowczas roz-
wazy¢ zachowanie podhuznych i poprzecznych sktadowych pol na granicy osrodkéw. Na Rys. 5
pokazane sg linie pola elektrycznego wytwarzanego przez tadunek punktowy, znajdujacy sie
w poblizu ptaskiej granicy dwoch osrodkéw dielektrycznych o przenikalnosciach 1 i £5. Widzimy
tutaj znane juz z Rys. 4 zalamanie linii p6l na granicy osrodkdw.



