Wyktad IX Elektrodynamika 1

Uktad czastek i pol

Rozwazymy uktad czastek natadowanych oddziatywajacych z polem elektromagnetycznym,
co pozwoli nam okresli¢ energie pola oraz przesledzi¢ jak energia przepltywa, o czym méwi twier-
dzenie Poytinga. Nastepnie zajmiemy si¢ pedem pola elektromagnetycznego.

Pojedyncza czastka w polu elektromagnetycznym

Na czastke o tadunku ¢ i predkosci U, znajdujacej si¢ w chwili ¢ w punkcie 7 dziala sita F
spowodowana wystepowaniem pol F i B. Sita ta wynosi

— — 1 —

F(t.7) = q(E(t.7) + (1) x B(t,7)). (1)
a rOwnanie wyrazajace druga zasade dynamiki wyglada nastepujaco

= = (B + i) x B(t, 7)), (2)

gdzie p jest pedem czastki.
Poniewaz przesuniecie czastki w infinitezymalnie krotkim czasie dt réwne jest vdt, wiec prace
jaka pole elektromagnetyczne wykonuje nad czastka w tym czasie znajdujemy jako

—

— — ]_ —
dW = F(t,7) - 6(t)dt = q(E(t,7) + ~0(t) x B(¢t,7)) - #(t)dt = qE(t,7) - 5(t)dt,  (3)
c
gdzie uwzglednilismy, ze (¥ X é) v =0, gdyz wektor v x B jest prostopadtly do v. Tak doszlismy
do waznego wniosku, ze pole magnetyczne nie wykonuje pracy, poniewaz sita jest prostopadta
do przesuniecia.

Moc to pochodna pracy po czasie, wigc moc pola elektromagnetycznego dziatajacego na czast-
ke wynosi

dW = L
W—qE(t,r)m. (4)

Energia uktadu czastek i pol

Jedli jedna czastke o tadunku ¢ zastapimy zbiorem czastek o gestosci tadunku p(t, 7), woéwcezas
tadunek czastek zgromadzonych wokét punktu 7 réwny jest p(t, 7 )d>r. Moc pola elektromagne-
tycznego dziatajacego na te czastki otrzymujemy ze wzoru (4) jako

- / &Br B(t,7) - (t,7), (5)

gdyz j: pv. Jesli skorzystamy ze zmodyfikowanego prawa Ampere’a, czyli czwartego rownania
Maxwella

— . 47 - 1 8E( _J)
VX B(t7) = (67 + - (6)
i prad wynoszacy
> C = 1 OE(t,7)
](t,T’) - EV X B(ta ) 471' ot ) (7)

wstawimy pod catke (5), znajdujemy

aW \ ., OF
= /dr(cE VxB-E. 615) (8)
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gdzie dla uproszczenia zapisu pomineliémy argumenty pol.
Wykorzystamy teraz tatwg do udowodnienia tozsamos¢, zachodzaca dla dowolnych pél wek-
torowych G i H:

V- (GxH)=H-VxG-G-VxH, (9)
dzieki ktérej mozemy zapisac E-VxB jako
E-VxB=B-VxE+V-(BxE), (10)
co podstawione do rownania (8) daje
aw 1 . » . . . QE
—=— [ dr|cB- E (BxE)—-E-—]. 11
dt 47r/ T<C VX BtV (BxE) 8t> (1)
Dzigki prawu Faradaya
- 1 88( T)
V x E(t,r) = 12
x B(t,7) = -2, (12)
pierwszy wyraz pod calky (11) przeksztalcamy, otrzymujac
AW 1 [ . - - 0E - OB

gdzie zmienilidmy jeszcze B x E na —E x B.
Réwnosé wyjsciowego wyrazenia na moc (5) i koncowego (13) zapisujemy jako jedna znikajaca
catke

ot ot

Poniewaz obszar catkowania jest dowolny, znikanie catki wymaga, aby funkcja podcatkowa byta
zerowa, a zatem

/d%lﬁ-]Jr;(cV-(ExE)JrE E 5 33)]:0 (14)

1 _ JE 5 0B L
ExB)+E - B-— —F- 15
4n<cv( BBt at> (15)
Réwnosé (15) zwana twierdzeniem Poytinga zapisujemy jako
Ju(t - _, -
D) v Sr) = B 5, (16)
gdzie
N R Y
u(t.7) = o (B3 + B(t. 7)) (17)
jest gestoscig energii pola elektromagnetycznego, zas
S(t.7) = —(E(t,7) x B(t,7) (18)
) 47'{' ) )

jest gestoscig strumienia energii pola elektromagnetycznego zwana tez wektorem Poytinga.

Jesli w uktadzie nieobecne sg czastki natadowane lub, co rownowazne, nie ptynie prad elek-
tryczny, twierdzenie Poytinga (16) przybiera postaé¢ réwnania ciagtosci, analogicznego to tego,
ktore spetniane jest przez gestosci tadunku i pradu. Energia wiec moze wpltywaé w dany obszar
lub wyptywaé z niego, nie moze natomiast zanika¢ ani by¢ generowana.

W obecnosci czastek natadowanych sytuacja ulega zmianie — poza przeptywem, energia moze
by¢ przekazywana czgstkom badz od nich odbierana. Pominawszy przeptyw energii reprezento-
wany przez wektor S, réwnanie (16) pokazuje, ze pochodna czasowa gestosci energii pola jest
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ujemna — gestos¢ energii maleje, jesli prad ; jest skierowany zgodnie z polem elektrycznym E.
Czastki sa wowczas przyspieszane przez pole elektryczne, wigc energia pola jest przekazywana
czastkom. Jedli prad ; jest skierowany przeciwnie do pola elektrycznego E. Czastki sa wowczas
hamowane przez pole elektryczne, wiec ich energia zamienia sie w energie pola i gestos¢ energii
pola wzrasta.

Twierdzenie Poyntinga w osrodku

Wyprowadzenie twierdzenia Poyntinga w przypadku osrodka materialnego wyglada bardzo
podobnie, korzystac¢ jedynie trzeba z rownan Maxwella spetnianych w osrodku nie zas w prézni.
Ostatecznie znajdujemy

Ju(t,r)

5 TV S(t.7) = —E(t,7) - j(t,7), (19)

gdzie
Wt F) = ;T(E(t,f) Bt 7 + B(e,7) - H (1, 7) (20)
S, m) = i(ﬁ(t, 7 x H(t,7)). (21)

Ped ukladu czastek i pol

Jesli jedna czastke o tadunku ¢ zastapimy zbiorem czastek o gestosci tadunku p(¢, 7), rownanie
(2) przybiera postaé

/d3 E(t,7) + 1}(15 ) x B(t, 7)), (22)

gdzie P pedem czastek. Korzystamy teraz z prawa Gaussa, przy czym ponownie wracamy do
elektrodynamiki w prézni, wiec prawo to ma postac

V- E(t,7) = 4z p(t, 7). (23)
Wyrazamy gestosé¢ tadunku jako
1 —
47

za$ gestosé pradu zgodnie ze wzorem (7), wynikajacym ze zmodyfikowanego prawa Ampere’a,
czyli czwartego rownania Maxwella. Podstawiwszy p i j pod catke w réwnaniu (22), znajdujemy

dP(t) 10E -
dr ( EVE ByxB—->-=— B) 25
dt 47r/ (V-E)E+ (VX B) x cot 7)) (25)
gdzie ponownie pomineliémy argumenty pol dla uproszczenia zapisu.
Ostatni czton pod calka (25) przeksztalcamy nastepujaco
O0F 5 O(ExB) = 0B
— X B Ex —. 26
at ~ at ot (26)
Skorzystawszy z prawa Faradaya
~  10B
VXxE=—- (27)
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by przedstawi¢ pochodna czasowy pola B jako —cV x E, wyrazenie (26) praybiera postad

LE x B) +¢E x (V x E), (28)

ktéra podstawiona pod catke (25) prowadzi do wyniku

dl;gt):;T/dgr((v-ﬁ)ﬁ+(VXE)XE+(V'§)§+(VXB) é—ia(Eajm) (29)

gdzie uwzglednilismy jeszeze réwnosé (V x E) x E = —E x (V x E). Ponadto dolozony jeszcze
zostal pod calke czton (V - B) B, ktéry faktycznie znika, bo pole magnetyczne jest bezzrodtowe

i V. B = 0. Chodzi o to, aby cztony z polem elektrycznym byly tej samej postaci co czlony
z polem magnetycznym.
Przechodzac do notacji wskaznikowej tatwo sprawdzi¢, ze

RN o ] . L 1 ...
(V- B)E+(V x By x B) =/ (B'8? — 09 B¥BY), (30)
co sprawdzamy bezposrednim rachunkiem, korzystajac teraz z tozsamosci
€ijkelmk — 5il5jm . 6im5jl' (31)

Uwzgledniwszy zachodzenie analogicznej réwnosci dla pola g, wprowadzamy tensor napiec
Maxwella

. 1 o o 1 ...
Ti= (E’EJ + BB — (BB + BkBk)), (32)
T
dzieki ktéremu réwnanie (25) zapisujemy jako
dP’ 0
' fofor ) o

gdzie wektor g dany jest wzorem
Gt ) = — (E(t,7) x B(t,7). (34)
Y 47TC ? )

Widzimy, ze wektor ¢ rozni sie jedynie o czynnik ¢ od wektora Poyntinga (18), tzn. S=c 7.

Pokazemy teraz, ze wektor ¢ jest gestoscia pedu pola elektromagnetycznego za$ tensor —1%
gestoscig strumienia pedu pola. Zauwazmy na poczatek, ze zgodnie z réwnaniem (33) catka obje-
toéciowa z wektora ¢* ma wymiar pedu, wiec ¢g* ma wymiar gestoéci pedu. Jesli gestoéci tadunku
i pradu znikaja wowczas, jako pokazuje (25), mamy

[ <8JT” @agt ) 0. (35)

Poniewaz obszar catkowania mozemy wybra¢ dowolnie, wigc znikanie catki wymaga znikania
funkcji podcatkowej. A zatem otrzymujemy réwnanie

99’
ot

ktore jest réwnaniem cigglosci w notacji wskaznikowej. Stwierdzamy, ze catka objeto$ciowa
z wektora ¢' po catej przestrzeni reprezentuje wielkos¢, ktéra w nieobecnosci tadunkéw i pradéw

— 0T =0, (36)



Wyktad IX Elektrodynamika 5

jest zachowywana. Uzasadnia to nazywanie wektora ¢° gestoscig pedu pola elektromagnetyczne-
go, a tensora —7T'% gestodcig strumienia pedu pola.

Gdy w uktadzie wystepuja czastki naladowane, ped pola elektromagnetycznego nie jest wiel-
koscig zachowywana, gdyz ped ten moze by¢ przekazywany czastkom lub im odbierany. Mozna
natomiast wykazac, ze catkowity ped uktadu czastek i pél jest zachowywany, jesli uwzglednié
dynamike czastek.



