Wyktad V Elektrodynamika 1

Magnetostatyka 1

Magnetostatyka opisuje uktady pradow i pol magnetycznych, ktore nie ulegajg zmianom
w czasie. Na poczatek bedziemy zajmowacé sie magnetostatyka w prézni tzn. przyjmujemy, ze
prady wystepuja w prézni lub, co rownowazne, pomijamy wpltyw materialnego osrodka, w kto-
rym prady sa obecne, na rozwazane zjawiska.

Zainteresowanie magnesami siega wielu wiekéw, lecz za poczatek magnetostatyki we wspol-
czesnej postaci uznaé¢ nalezy odkrycie Dunczyka Hansa Christiana Oersteda dokonane w roku
1820. Oersted zauwazyl, ze igla magnetyczna, znajdujaca sie w poblizu przewodu, w ktorym
ptynie prad, odchyla sie, przestajac wskazywaé¢ potnoc. Wkrotce potem Francuzi Jean-Baptiste
Biot, Félix Savart oraz André-Marie Ampere sformutowali ilo$ciowe prawa, dotyczace pola ma-
gnetycznego wytwarzanego przez prady.

W elektrostatyce, jak juz wiemy, kluczowa role odgrywaja tadunki, szczegélnie tadunki punk-
towe. Magnetycznym odpowiednikiem tadunku elektrycznego bytby monopol magnetyczny. Jed-
nak takie obiekty w przyrodzie nie wystepuja. Sprawia to, ze magnetostatyka istotnie roézni sie
od elektrostatyki, choé¢ jest wiele analogii.

Gestos$¢ pradu elektrycznego i jego natezenie

Zacznijmy od przypomnienia, ze gesto$¢ pradu, ktéra oznaczaé bedziemy jako 7, jest z defi-
nicji liczbg tadunkow dodatnich przeplywajgce w jednostce czasu przez jednostkowq powierzchnie
prostopadtq do kierunku przeplywu tadunkow, czyli do wektora j Jesli tadunki o gestosci p poru-
szajy sie z predkoscig ¥, to wytwarzaja gestosé pradu j = p@. Gdy prad jest skutkiem przeply-
wu tadunkéw ujemnych, a najczesciej tak jest, bo elektrony sg zwykle nosnikami pradu, cho¢by
w metalach, kierunek pradu jest przeciwny do ich predkosci. Wystepowanie pradu jest nieraz
efektem jednoczesnego przeptywu w przeciwnych kierunkach tadunkéw ujemnych i dodatnich.

Jedli prad plynie w przewodzie, wowczas czesto postugujemy sie pojeciem natezenia pradu,
oznaczanego I, zdefiniowanego jako
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gdzie catkowanie wykonujemy po przekroju poprzecznym przewodu o powierzchni A, d? jest
znanym juz zorientowanym elementem powierzchni przekroju poprzecznego. Jesli przyjac, ze
gestosé pradu ; jest taka sama na calej powierzchni przekroju poprzecznego to I = A j. Natezenie
pradu mowi o ilosci tadunku przeptywajacego przewodem w jednostce czasu.

Zachowanie ladunku

Ladunek elektryczny jest wielkoscig zachowywang, co wyraza tzw. rownanie ciggtosci

dp(t,7)
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gdzie dopuszczona zostala zaleznosé od czasu p(t, ) oraz f(t, 7). Réwnanie (2) orzeka, ze zmiana
gestosci tadunku jest wynikiem przeptywu pradu.

Zachowanie tadunku, jako niezmienno$¢ w czasie jego wielkosci, uzyskujemy z réwnania (2),
wykonawszy catkowanie po objetosci V', co daje

i/vd3rp(t,77):—/‘/d3Tv'j(t»m‘ (3)
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Wprowadzajac tadunek Qv (t) znajdujacy sie w objetosci V', ktory wynosi

Qv(t) = | dr plt, ). (4

i stosujac twierdzenie Gaussa do prawej strony réwnania (3), dostajemy

Lo = - [ ja.n. 9

A wiec zmiana w czasie tadunku w objetosci V' jest spowodowana przeptywam tadunku przez
powierzchnie S ograniczajaca V. Jedli zas tadunek nie przeptywa, to @y jest wielkoscia stala.

Bezzr6dlowos¢é pradu w magnetostatyce

Magnetostatyka zajmuje sie pradami, ktore nie ulegaja zmianom w czasie, czyli sa niezalezne
od czasu. Jesli wiec w réwnaniu (2) przyjmiemy, ze gestosci tadunku i pradu nie zaleza od czasu,
to pochodna czasowa p(7) znika i otrzymujemy

v =o. (6)

A zatem, prad w magnetostatyce jest bezzrédtowy — linie pola ; nie majg poczatku, ani konca,
lecz tworza zamknicte petle.

Prawo Biota-Savarta

Podobng role do tadunku punktowego g w elektrostatyce pelni w magnetostatyce nieskon-
czenie cienki przewod, w ktérym plynie prad o natezeniu I. Tak jak prawo Coulomba okresla
pole elektryczne wytwarzane przez fadunek punktowy, tak prawo Biota-Savarta mowi, jakie jest
pole magnetyczne, a doktadniej wektor indukcji magnetycznej B, pochodzacy od nieskonczenie
cienkiego przewodu. Dokladniej prawo orzeka, jaki jest wktad infinitezymalnie matego odcinka
przewodu dl (kierunek wektora dl jest zgodny z kierunkiem przeptywu pradu) do B (7), czyli

Al x 7

r3

aB) =175 (")

gdzie przyjeto, ze poczatek ukladu wspoéhrzednych, a wiec i poczatek wektora potozenia 7, po-
krywa sie z potozeniem odcinka przewodu di. Wspdtezynnik 1/c, w ktérym ¢ jest predkoscia

Rysunek 1: Linie pola magnetycznego pojedynczego zwoju (lewy rysunek) i solenoidu (prawy rysunek)
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Swiatla, wigze sie z systemem jednostek CGS, ktory stosujemy. W uktadzie SI wspotezynnik
wynosi pg /47, gdzie pg jest przenikalnoscia magnetyczng prozni.

W tym i nastepnym wyktadzie, gdzie omawiamy magnetostatyke w prozni, wektor B (7) be-
dziemy zwykle nazywaé¢ polem magnetycznym, cho¢ Scidle rzecz biorgc powinnismy uzywac ter-
minu indukcja magnetyczna. Rozréznienie tych dwoch wielkoéci staje sie istotne, gdy mamy do
czynienia z magnetostatyka w o$rodku, ktora zajmiemy sie w Wyktadzie VII.

Linie pola magnetycznego

Jak pamigtamy, linia pola elektrycznego okresla kierunek sity, jaka dziata na dodatni tadu-
nek probny znajdujacy sie¢ w tym polu. Linia pola magnetycznego wskazuje natomiast kierunek
sity dziatajacej na pdéinocny biegun igly magnetycznej, co sprawia, ze iglta magnetyczna usta-
wia sie zgodnie z kierunkiem linii pola magnetycznego. Dwa przyktady linii pél magnetycznych
pochodzacych od pojedynczego zwoju i od solenoidu ukazuje Rys. 1.

Prostoliniowy przewodnik

Prawa Biota-Savarta jest niezbyt wygodne, gdy chcemy wyliczy¢ pole magnetyczne wytwarza-
ne przez jakis konkretny uktad przewodnikéw. Jednym z nielicznych przypadkéw, gdy rachunek
jest stosunkowo prosty, jest nieskonczony prostoliniowy, przy tym nieskorniczenie cienki przewod-
nik pokazany na Rys. 2. Problem ma symetrie cylindryczna tzn. wielko$¢ pola moze zalezeé
jedynie od odlegtosci od przewodu. Rozwazajac fragment przewodu nie trudno ustali¢, ze linie
pola B tworza okregi lezace w ptaszczyznie prostopadtej do przewodnika o $rodkach pokrywaja-
cych sie z potozeniem przewodnika.

oot}
~

B

Rysunek 2: Pole magnetyczne wytwarzane przez nieskonczenie cienki prostoliniowy nieskonczony przewodnik,
w ktérym plynie prad o natezeniu I. Linie pola B tworza okregi lezace w plaszczyznie prostopadlej do przewodnika
o $rodkach pokrywajacych sie z polozeniem przewodnika.

Wktad do pola magnetycznego w odlegtosci R od przewodu, pochodzacy od matego fragmentu
przewodnika dl, patrz Rys. 2, zgodnie ze wzorem (7) wynosi

1 |dix7 1 dlrsind 1 dl R
AB(R) = I === I =y mepre (®)
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gdzie ostatnia rownosé zachodzi, gdyz R = rsinf oraz r = +/[?> + R?. Aby znalez¢ wielkosé
pola B(R) musimy zsumowaé¢ wkiady od wszystkich fragmentéw przewodnika, czyli wykonaé

catkowanie IR i I J
o0 o :C
B = — / —_— = — / —_ 9
() ¢ Jooo (I2 + R?)3/2 R J-co (14 22)3/2 9)

gdzie zmienna x = [/R. Ostatnia caltke obliczamy, dokonujac zamiany zmiennych = = sinht
i postepujac nastepujaco

[e.9]

o dx 00 dt cosht o dt
[mmﬁﬂﬂwf:[mgﬂﬂmmﬂyf:Lwaﬂﬁtzmmn‘ =3 (10)

—00

Tak zatem ostatecznie znajdujemy
21

B(R) = .

(11)

Sila Lorentza

Aby pole magnetyczne mozna byto traktowac jako byt fizyczny, nalezy wskaza¢ metode zmie-
rzenia wartosci i kierunek pola. Jak pamietamy, pole elektryczne F(7) okreslilismy poprzez site
F = qE (7) dzialajaca na tadunek prébny umieszczony w punkcie zadanym przez wektor po-
tozenia 7. W przypadku pola magnetycznego postapimy podobnie, wykorzystujac pojecie sity
Lorentza

F=%9x B/, (12)
C

ktoéra dziala na tadunek ¢ poruszajacy sie z predkoscig v w polu magnetycznym. Aby okregli¢
pole B (7), musimy zatem zmierzy¢ site F, gdy tadunek znajduje si¢ w punkcie 7.

Ze wzoru na site Lorentza (12) mozna tatwo wyprowadzi¢ wyrazenie na site dzialajaca na
przewodnik z pradem. Zastepujac tadunek ¢ przez p(r) d®r, znajdujemy przyczynek do sity

— 1 — 1 — —
dF = = d’r p(7) U x B(r) = — d’r j(7) x B(7), (13)
c c

a zatem 1
ﬁ:f/fﬁﬁxéﬁ. (14)

c
Przyjmujac, ze prad ptynie cienkim przewodem i korzystajac ze wzoru na natezenia pradu (1),

wyrazenie (14) przeksztalcamy do postaci

— I — —
F:E/ﬂwa, (15)

gdzie catkowanie wykonujemy wzdtuz przewodu. Do kwestii sit dziatajacych na tadunki i prady,
a wywolanych przez pole magnetyczne wrocimy w nastepnym wyktadzie.

Pole magnetyczne generowane przez dowolng gestosé¢ pradu

Prawo Biota-Savarta odnoszace sie do ogoélnej sytuacji, kiedy mamy do czynienia z polem
magnetycznym wytwarzanym nie przez cienki przewdd, lecz przez dowolng gestoscig pradu I(F),
ma postac
) x (r=1")

ENEE

mm:i/fwﬂf (16)
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Znany juz wzér (7) otrzymamy z formuly (16), zaktadajac, ze prad ptynie w cienkim przewo-
dzie i wykorzystujac definicje natezenia pradu (1). Ponadto nie wykonujemy catkowania wzdtuz
przewodu i rozwazamy jedynie jego fragment znajdujacy sie w 7' = 0.

Zwrbéémy uwage, ze prawo Biota-Savarta w postaci (7) jest magnetycznym odpowiednikiem
omoéwionego w Wyktadzie I prawa Coulomba danego wzorem

E_"( ) /dS /10( Z (_»_77/). (17)

|7 — 7|3

Potencjal wektorowy

Jak pamietamy z Wyktadu II, wzor

=
e

\Y

1 ¥ —
_ 18
— (18)

=

podstawiony do réwnania (17) doprowadzit nas do wniosku, ze pole elektryczne E (7) jest gra-
dientem potencjatu ®(7), czyli

E(F) = =V&(F), (19)
przy czym
_ [, PT)
= / a L (20)
Teraz wzér (18) podstawimy do réwnania (16), otrzymuJ@C
B() = —i/d?’r’]'(F’) « vm. (21)

Poniewaz znak iloczynu wektorowego ulega zmianie, jesli odwrocimy kolejnosé mnozonych wek-
toréw (G x H = —H x @), wiec znajdujemy

B(7) = V x A(F), (22)

gdzie wielko$é fT(F) nazywa sie potencjatem wektorowym i wynosi

/d3 ,\7“—7“ (23)

Bezzr6dlowos¢é pola magnetycznego

Poniewaz pole magnetyczne jest rotacja potencjatu wektorowego, dywergencja indukcji ma-
gnetycznej znika tj.

V- B(7) =0, (24)

czyli pole magnetyczne jest bezzrodtowe — linie pola nie maja poczatku ani konca, lecz tworza
zamkniete petle. Wynika to ze wspomnianego juz faktu nieistnienia monopolu magnetycznego.
Prawdziwo$¢ rownosei (24) dowodzimy bezposrednim rachunkiem:

V. B(F) =V -V x A(F) = é7%0°07 A*(7) = 0. (25)

Zerowanie sic powyzszego wyrazenia jest skutkiem zwezenia tensora symetrycznego 9°97 z anty-
symetrycznym €7, jak bylo wyjaénione w Wyktadzie II.
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Prawo Ampere’a

Odpowiednikiem prawa Coulomba w magnetostatyce jest prawo Biota-Savarta, odpowiedni-
kiem zas prawa Gaussa prawo Ampere’a, ktére w rézniczkowej formie wyraza sie nastepujaco

v x B = = j(@). (26)

Jak wiemy, dywergencja rotacji znika, zauwazmy wiec, ze biorac dywergencje¢ obu stron rownania
(26) znajdujemy V - j(7) = 0, co pokrywa si¢ rownaniem (6).

Postaé¢ catkows uzyskujemy, wykonujac na poczatek catke po powierzchni S obu stron réw-
nosci (26)

/d%? V x B(7 /d% H (27)

Strumien gestosci pradu przez powierzchnie rowny jest natezeniu pradu, wiec
/ &2 - §(7) = Is. (28)
S

Do lewej strony réwnania (27) stosujemy twierdzenia Stokesa oméwione w Wyktadzie IV i znaj-
dujemy

d*G -V x B(F dl- B(7) (29)
i =,

gdzie C' jest zorientowana krzywa zamknigty otaczajaca powierzchnie S, a wielkos¢ po prawej
stronie nosi nazwe, jak pamietamy, krazenia pola B wzdtuz krzywej C. Podstawiajac wyrazenia
(28) i (29) do réwnania (27), otrzymujemy catkowe prawo Ampere’a

/ di- B(7 —IS, (30)

ktore orzeka, ze krgzenie indukcji magnetycznej wzdtuz petle C' jest rowne natezeniu prgdu prze-
plywajacego przez powierzchnie ograniczong przez C' pomnoZonemu przez 4w /c.

Prostoliniowy przewodnik

Powr6¢émy do pola magnetycznego wytworzonego przez nieskonczenie cienki, nieskonczony,
prostoliniowy przewodnik, w ktérym ptynie prad o natezeniu I. Korzystajac z prawa Biota-
Savarta wyprowadziliSmy wzér (15). Teraz to samo wyrazenie uzyskamy z pomoca prawa Ampere’a
(30).

Otaczamy przew6d okregiem o promieniu R, lezacym w plaszczyznie prostopadiej do prze-
wodu ze érodkiem pokrywajacym z potozeniem przewodu. Obliczamy krazenie pola B wzdtuz
okregu

/dl B(F /dlB ) = 27R B(R), (31)

gdzie zauwazylismy, ze w kazdym punkcie okregu, wektor styczny do okregu dl jest rownolegty
do pola B. Poniewaz natezenie pradu ptynace przez powierzchnie ograniczong okregiem, czyli
koto o promieniu R, jest rowne natezeniu pradu ptyngcemu przez przewod, wiec prawo Ampere’a
(30) prowadzi, oczywiscie, do wzoru (15), tyle, ze bez wykonywania jakichkolwiek trudniejszych
obliczen.
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Ro6wnania magnetostatyki
Podsumujmy wyktad stwierdzeniem, ze réwnanie (24) oraz prawo Ampere’a (26), czyli

{V-Emzo,

- . (32)
V x B(r) = % 5(7),

tworza zupeilny uktad rownan magnetostatyki w prozni.



