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Magnetostatyka 11

Wyktad ten po$wiecony jest trzem zagadnieniom. Rozwazymy zrazu potencjal wektorowy
pola magnetycznego i pewna jego nieokreslono$é¢ zwana swoboda wyboru cechowania. Nastepnie
przeanalizujemy pole magnetyczne pochodzace od zlokalizowanego rozktadu pradu, koncentru-
jac si¢ na magnetycznym momencie dipolowym. W koncu zajmiemy si¢ sitami dzialajacymi
w obecno$ci pola magnetycznego. .

Podobnie jak w poprzednim wyktadzie, wektor B(7) bedziemy zwykle nazywaé polem ma-
gnetycznym, cho¢ $cidle rzecz biorac powinnismy uzywaé terminu indukcja magnetyczna. Roz-
roznienie tych dwoch wielkosci staje sie istotne, gdy mamy do czynienia z magnetostatyka
w o$rodku, ktérag zajmiemy sie w nastepnym wyktadzie.

Potencjal wektorowy

Jak pamietamy z poprzedniego wyktadu, pole magnetyczne pochodzace od dowolnego roz-
ktadu pradu j(7) mozna wyrazié¢ jako

B(F) = V x A(7), (1)
gdzie potencjal wektorowy ff(F) wynosi
v L, )
A(f)_c/dr Et 2)

Przedstawienie pola magnetycznego jako rotacji potencjatu wektorowego gwarantuje automa-
tyczne spelnienie jednego z dwoch réwnan magnetostatyki tj.

V- B(f) =0, (3)

ktore mowi o bezzrédtowym charakterze pola B.
Aby drugie réwnanie magnetostatyki, czyli prawo Ampere’a

47 -

v x B(7) = 20, @

wyrazi¢ przez potencjal wektorowy, nalezy podstawi¢ wyrazenie (1) do lewej strony réwnania
(4). Trzeba wiec obliczyé wektorowa wielkosé V x V x A. Zrobimy to w notacji wskaznikowej

(V x V x A) = ¢ikgicklmal gm = ik mbgiglh gm. (5)
Korzystajac teraz z tozsamosci
¢k mk _ gilgim _ gim gil. (6)
réwnanie (5) przepisujemy jako
(V xV x ff)’ = (6457 — 5N FOA™ = PO AT — PIA =0V A — F A, (7)
co w notacji wektorowej mozna przedstawié¢ nastepujaco
VxVxA=V(V-A) - AA (8)

Laplasjan A jest, jak pokazuje ostatni czlon prawej strony réwnania (7), wektorem, ktoérego
kazda sktadowa jest laplasjanem odpowiedniej sktadowej A.
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Wykorzystujac réwnanie (7), prawo Ampere’a (4) wyrazone przez potencjal wektorowy przy-
biera postac

V(V - A@) - A = ), o)

ktora jest magnetostatycznym odpowiednikiem elektrostatycznego rownania Poissona na poten-
cjal omowionego w Wyktadzie II.

Swoboda wyboru cechownia
Rozwazajac potencjal pola elektrostatycznego ®(7), zwracaliémy uwage, ze potencjal jest
okreslony z doktadnoscia do stalej tzn. dodanie do potencjatu ®(7) dowolnej statej C' nie zmienia
pola elektrycznego odpowiadajacego temu potencjatowi, gdyz E(7) = —V(Q)(F)—i—C’) = —Vo(r).
W przypadku potencjatu wektorowego fT(F) jego niedookreslenie, zwane swoboda wyboru

cechowania, jest dalej idace. Pole magnetyczne nie ulegnie zmianie, jesli do potencjatu wektoro-
wego A(7) dodamy gradient dowolnej funkeji A(7), czyli

B(7) =V x (A(F) + VA(F)) = V x A(F) + V x VA(7) = V x A(#), (10)

poniewaz, jak wyjasniliSmy w kontekscie elektrostatyki, patrz Wyktad II, rotacja gradientu do-
wolnej funkcji skalarnej znika.

Swoboda wyboru cechowania umozliwia natozenie na potencjal wektorowy jakiego$ dodat-
kowego warunku — warunku cechowania, ktory pozwala uprosci¢ analize danego problemu. Dla
przyktadu, przyjmujac tzw. warunek Coulomba

V- A(7) =0, (11)

réwnanie (9) upraszcza si¢ do postaci

() =T 5. (12)

Widzimy, ze sktadowe potencjatu wektorowego spetniaja tak jak i potencjat skalarny ®(7) réw-

nanie Poissona, z tym ze gesto$¢ tadunku zastapiona jest przez odpowiednia sktadowa pradu.
Zachodzi pytanie jak sprawic¢, zeby potencjal wektorowy spelnial warunek cechowania, po-

wiedzmy warunek Coulomba (11). Mamy potencjal A(7), a jego dywergencja wynosi C(7), czyli

V- A(F) = O, (13)

a wiec warunek Coulomba (11) nie zachodzi. Jesli wprowadzimy nowy potencjal A’(7), taki ze

—

A'(7) = A(7) + VA(F), (14)
gdzie funkcja A(r) spetnia réwnania
AM(T) = =C(7), (15)
wowczas .
V-A'(r)=0. (16)
Zatem nowy potencjat czyni zados¢ warunkowi Coulomba.
Swoboda wyboru cechownia wydaje sie¢ jaka$ ciekawostka bez wigkszego znaczenia, a jak
zrozumiano w drugiej potowie XX wieku jest jednym z najglebszych praw fizyki. Elektrodyna-

mika, w rozwazanym przypadku mamy do czynienia z magnetostatyka, jest niezmiennicza lub
wykazuje symetrie przy transformacjach cechowania

A(F) — A'(F) = A7) + VA®P). (17)
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Okazuje sie, ze dzigki twierdzeniu Noether prawo zachowania tadunku mozna traktowac jako
skutek tej symetrii. Ponadto niezmienniczos¢ teorii przy transformacjach cechowania okresla
sposob w jaki tadunki, w szczegdlnosci elektrony, oddziatuja z polem elektromagnetycznym.

Wszystkie oddziatywania wystepujace w mikroswiecie, a wiec sity stabe, elektromagnetyczne
i silne, sa opisywane przez teorie z symetria cechowania, cho¢ bardziej ztozona niz ta wyrazo-
na rownaniem (17). Réwniez Ogoélna Teoria Wzglednosci, czyli relatywistyczna teoria grawitacji
ma podobny charakter, cho¢ tutaj odpowiednikiem transformacji cechowania sg transformacje
miedzy uktadami wspotrzednych, ktore, oczywiscie, nie moga zmienia¢ praw fizyki. Zrozumienie
kluczowej roli symetrii cechowania umozliwito sformutowanie tych teorii opisujacych Wszech-
swiat w skali mikroskopowej i makroskopowej.

Potencjat wektorowy od zlokalizowanego rozkladu pradu

Punktem wyjscia naszej analizy jest wyrazenie (2) na potencjat wektorowy. Dodatkowo jednak
zaktadamy, ze prad jest niezerowy w kuli o srodku w 7/ = 0 i o promieniu R, co oznacza to, ze
wartosé zmiennej catkowania r’ nie przekracza R. Mozemy wiec skorzystaé z przyblizenia

1 1 7

|7 — 7| ~r r3

(18)

zaktadajacego r > r’, omdéwionego w Wyktadzie 111, gdzie uwzglednialidémy jeszcze jeden wyraz
rozwiniecia (18). Teraz ograniczymy sie do pierwszych dwéch wyrazow.
Podstawiajac przyblizone wyrazenie (18) do réwnania (2), otrzymujemy

A Z*/d‘”’"“’ */dr”*-*"*’. 19
() = [0+ 5 [ @i (19)
Dalsza analiza wzoru (19) wymaga wykazania dwoch réwnosci

/ &) = 0, (20)
/d3r7’jjk(7:') = —/d37“rkjj(f'), (21)

wynikajacych z bezzrédtowosci pradu w magnetostatyce. Prawdziwos$é réwnoscei (20) dowodzimy
nastepujaco. Poniewaz V - j = 0%j' = 0, wiec

0= [ e =~ [ @@ = [Ersie = - (i @

gdzie wykonaliémy catkowanie przez czesci, przyjmujac, ze prad znika w nieskonczonosci. Po-
dobnie wykazujemy relacje (21) a mianowicie

/dBrr 19 ( /d3 (O'rkrd) 5i( /d3 (0% 17 4 697k) 5 (7)
—— [ (@ + D), (@3)

co daje réwnanie (21).

Korzystajac z réwnosci (20) stwierdzamy, ze pierwszy wyraz — monopolowy — we wzorze (19)
znika, co faktycznie wynika z nieistnienia monopoli magnetycznych. Dzigki za$ relacji (21) drugi
wyraz wzoru (19) po przejéciu do notacji wskaznikowej przeksztalcamy nastepujaco

7:») _ /d37“ 7’]7“/]]‘ ) s /d37“/ T‘j (r/jji(,,;»/) _ r/ijj(F/))

_ 2;3 [ (Fx (7' % j’(F’)))i. (24)

cr3
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Wykazanie ostatniej réwnosci wymaga skorzystania z tozsamosci (6).
A zatem potencjal wektorowy zapisujemy w postaci

m X r
A(F) = (25)
gdzie m jest magnetycznym momentem dipolowym danym jako
i = 50 [ x50 20
= — rT 7).
2c J

Przypomnijmy sobie elektrostatyczny odpowiednik wzoru (25), czyli wyrazenie na potencjat
skalarny dipola elektrycznego
o) = L. (27)

Pole magnetyczne pochodzace od dipola magnetycznego znajdujemy, obliczajac rotacje po-
tencjatu (25), co daje wyrazenie

3(1i - )P — 1

B(f)==——5— (28)
ktore warto skonfrontowaé ze wzorem na pole elektryczne dipola elektrycznego
Zo S F)F—p
E(r) = R (29)
W obu wzorach 7 = 7/r.
Jesli wprowadzié¢ gestosé magnetycznego momentu dipolowego M (7) wynoszaca
— 1 —
M(7) = o 7> (1), (30)
c

to catkowity moment magnetyczny wynosi

— /d3rM(F), (31)

natomiast wzor na potencjal wektorowy przybiera postaé

= [ )X o), )

|r—7"]3

gdzie sumujemy wktady od gesto$ci magnetycznego momentu dipolowego w réznych punktach.

Dipolowy moment magnetyczny

Przyktadem dipola magnetycznego jest magnes sztabkowy pokazany na Rys. 1. Biegun poi-
nocny dipola N (od ang. North) to ten, ktéry zgodnie z historyczna tradycja, kieruje sie ku
pélocnemu biegunowi Ziemi. Poniewaz przyciagaja si¢ przeciwne bieguny magnetyczne, wiec
péocny biegun Ziemi jest faktycznie potudniowym S (od ang. South) biegunem magnetycznym.

Prostym modelem dipola magnetycznego jest cienki przewdéd w ksztalcie okregu o promieniu
R rowniez pokazany na Rys. 1. Jego magnetyczny moment dipolowy znajdujemy nastepujaco

I
/dgrrxy =5 /rxdl (33)
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gdzie wykonaliémy catke po poprzecznym przekroju przewodu, wiec pojawito sie natezenie
I pradu ptynacego w przewodzie, dl jest zorientowanym infinitezymalnie malym elementem
przewodu, a calkowanie przebiegu wzdtuz przewodu. Widzimy, ze wektor m jest prostopadty do
ptaszczyzny okregu, a zwrot wyznaczamy regula sruby prawoskretnej, uwzgledniajac kierunek
przeptywu pradu. Jesli poczatek uktadu wspotrzednych znajduje sie w srodku okregu, to wektor
7 jest prostopadly do wektora stycznego do okregu, a zatem

IR TR
ml=—[dl = 4

C

gdzie uwzgledniliémy, ze dtugosé¢ okregu wynosi 27 R.

Rysunek 1: Dipol magnetyczny w postaci magnesu sztabkowego i przewodu z pradem w ksztalcie okregu

Skoro prad ptynacy w zamknietym obwodzie wytwarza moment dipolowy, domyslamy sie,
ze czastki natadowane krazace po orbitach dziataja podobnie. Rzeczywiscie, wyrazajac prad we
wzorze (34) jako j(r_’) = p(7) ¥ i zastepujac catkowanie sumowaniem po dyskretnych tadunkach,
otrzymujemy wzor na moment magnetyczny N czastek o tadunkach ¢; i predkosciach vj;

1 N
2ciH
Poniewaz moment pedu 7—tej czastki o masie m; wynosi
wiec moment magnetyczny N czastek réwna sie
1 qi 7
m=—y —L,. 37
2c ; m; (37)

Widzimy wiec, ze wystepowanie momentu pedu czastek natadowanych powoduje pojawienie sie
momentu magnetycznego. To jest wlasnie mechanizm odpowiedzialny za moment magnetyczny
atomé6w i molekul, do ktorego gtowny wktad wnosza elektrony, jako najlzejsze czastki.

Sity pola magnetycznego
Jak juz wspomnieliSmy w poprzednim wyktadzie, pole magnetyczne ujawnia swg fizyczna
nature poprzez sity, jakimi dziata na poruszajace si¢ czastki natadowane, a ogoélniej prady. Naj-
bardziej podstawowym pojeciem jest sita Lorentza
F=%%x B, (38)

c



Wyktad VI Elektrodynamika 6

dziatajaca na tadunek g poruszajacy sie z predkoscia ¢. Ze wzoru (38) wyprowadziliSmy wyrazenie
na site dziatajaca na prad j(7) tj.

— 1 — —
Fe= [ dr ) < B(7), (39)
c
a zaktadajac, ze prad ptynie cienkim przewodem otrzymalismy wyrazenie
— I — —
F= —/dl x B(7), (40)
c

gdzie I jest natezeniem pradu, a catkowanie wykonujemy wzdtuz przewodu. Teraz rozwazymy
dwa proste przyktady dziatania sit pola magnetycznego.

1. Prostokatny przewodnik w jednorodnym polu

Przeanalizujmy na poczatek, jakie sity dziatajg na przewodnik w ksztalcie prostokata umiesz-
czony w jednorodnym polu magnetycznym. W przewodniku ptynie prad o natezeniu /. Rozwa-
zamy dwie sytuacje pokazane na Rys. 2, kiedy pole magnetyczne jest prostopadte i rownolegte
do ptaszczyzny prostokata.

W pierwszym przypadku na kazdy bok prostokat dziata sita F' = I1B/c, gdzie [ jest dtugoscia
boku. Widzimy, ze sity parami sie znosza. Jesli odwréci¢ kierunek przeptywu pradu albo kierunek
pola magnetycznego sity zamiast rozrywac przewodnik beda go Sciskac.

Jesli pole magnetyczne jest réwnolegte do ptaszczyzny prostokata, to nie dziataja zadne sity na
boki prostokata réwnolegte do pola, natomiast sity dziatajace na boki prostopadte do kierunku
pola magnetycznego sa przeciwnie skierowane. Pojawia sie wiec moment sity, ktory stara sie
obroci¢ przewodnik, tak by plaszczyzna prostokata byta prostopadta do kierunku pola. Efekt
ten wykorzystywany jest w silnikach elektrycznych.

Zauwazmy tez, ze prostokatny przewodnik, podobnie jak kazdy przewodnik tworzacy za-
mknietag ptaska petle dowolnego ksztaltu, jest dipolem magnetycznym, ktorego wektor momentu
dipolowego jest prostopadty do ptaszczyzny petli. Moment sity spowodowany wystepowaniem
pola magnetycznego stara si¢ obréci¢ dipol, aby wektor momentu dipolowego byt rownolegly do
wektora pola.

ol
—
el

= ()

®
1 :

Rysunek 2: Sity dzialajace na przewodnik w ksztalcie prostokata umieszczony w jednorodnym polu magnetycz-
nym. Pole magnetyczne jest prostopadle (lewy rysunek) i réwnolegle (prawy rysunek) do plaszczyzny prostokata
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2. Réwnolegte przewody

Rozwazmy dwa nieskonczone, prostoliniowe i réwnolegte do siebie przewody pokazane na
Rys. 3. W przewodach ptyna prady o natezeniach 7 i [ w tym samym lub przeciwnym kierunku.
Pamigtajac o aksjalnym charakterze pola magnetyczne wytwarzanego przez przewod — linie pola
tworza wspolsrodkowe okregi, stwierdzamy, ze pole B wytwarzane przez prawy przewod, jest
prostopadte do kierunku przeptywu pradu w lewym. Zauwazamy tez, ze przewody przyciagaja sie
(odpychaja), jesli prady pltyna w tym samym (przeciwnym) kierunku. Doszliby$my, oczywiscie,
do tych samych wnioskow, rozpatrujac dzialanie pola magnetycznego wytwarzanego przez lewy
przewod na prawy.

Jak pamietamy z poprzedniego wyktadu, wielkos¢ pola na odlegtosci d od przewodu wynosi
B = 211 /(ed), wiec ze wzoru (40) znajdujemy site dziatajaca na jednostkowy odcinek lewego

przewodu jako

_F 2L
I=71="ea
gdzie F jest sita dzialajaca na odcinek przewodu o dtugosci [. Sita dziatajaca na caty nieskonczony
przewdd jest nieskonczona, wige dlatego mowimy o sile na jednostke dtugosci.

(41)

1, I, 1 1,
L I 3 A n
E P
a A Y N
d d

Rysunek 3: Sita dzialajaca pomiedzy réwnolegtymi przewodami, gdy prady w nich ptyna w tym samym kierunku
(lewy rysunek) i przeciwnym kierunkach (prawy rysunek).

Dipol magnetyczny w niejednorodnym polu

Wyprowadzimy teraz sile jaka dziala na dipol magnetyczny znajdujacy sie w niejednorodnym
polu magnetycznym. Wyprowadzenie jest dosy¢ zmudne, lecz uzyskany wynik jest wazny ze
wzgledu na liczne zastosowania, szczegélnie w mechanice kwantowej.

Punktem wyjscia jest wyrazenie na silte (38), ktore zapisujemy w notacji wskaznikowej jako

Fi= ieiﬂ‘k / &r 3 (F) B* (7). (42)

Dalej zaktadamy, ze rozklad pradu jest zlokalizowany w kuli o srodku w 7= 0 i promieniu R, za$
pole magnetyczne B(7) zmienia sie na dtugosciach duzo wiekszych niz R. Mozemy wiec rozwinaé
pole B(r) w szereg Taylora wokol 7= 0

BH(7) = BH0) + 0 BA(7)

(43)

7=0
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Podstawiwszy rozwiniecie (43) do réwnania (42) otrzymujemy

: (44)

=0

. 1 .. :
P =~ [ (7)o B ()

gdzie pierwszy wyraz rozwiniecia (43) nie daje wktadu ze wzgledu na réwnosé (20). Zauwazmy,
ze pochodng pola magnetycznego wzieta w 7 = 0 mozna wynie$¢ przed catke, a skorzystanie
réwnosci (21) pozwala zapisaé sihg (42) jako

Fi — zgkalBk
2¢

)| dr (i - ). (45)

Teraz uzyjemy rownosci

-,

)" (46)

X
ktora bez trudu sprawdzamy, korzystajac z tozsamosci (6). Podstawiajac prawa strone réwnosci
(46) pod catke (45) otrzymujemy

- 1
Fi— 20 Uk l]malBk: ,,:‘)

T’ljj . T]jl _ Eljm(

/ &Pr (7 x )™, (47)

Po obliczeniu iloczynu tensoréw antysymetrycznych z pomoca tozsamosci (6)

eijkeljm — €ikj€lmj — 5zl6km . 5im5lk7 (48)
znajdujemy

asz 7:‘)

/d3 (7 x j)F a’kaF)

/d3 (7% J) (49)

Drugi czton wyrazenia (49) znika ze wzgledu na bezzrédlowos¢ pola magnetycznego (V - B =
0'B" = 0), natomiast w pierwszym rozpoznajemy magnetyczny moment dipolowy dany wzorem
(34). Tak znajdujemy ostateczny wynik

= 0'B*(7)| m", (50)

=0

ktory zapiszemy jako gradient iloczynu skalarnego m i B
F=V(i-B). (51)

Nie zaznaczyliSmy tutaj, ze pochodng bierzemy w 7 = 0, przyjmujemy natomiast, ze pole ma-
gnetyczne wchodzace do wzoru (51) jest wziete w punkcie, w ktérym znajduje si¢ magnetyczny
dipol.

Aby wyjasnié¢ fizyczny sens wzoru (51), wyobrazmy sobie magnes sztabkowy o magnetycznym
momencie dipolowym m w polu magnetycznym B. Jesli wektory m i B sa zgodnie skierowane,
sita dana wzorem (51) ciagnie magnes w kierunku najszybszego wzrostu pola magnetycznego.
Gdy zas$ wektory m i B sa przeciwnie skierowane, sita jest skierowana w kierunku, gdzie pole
magnetyczne najszybciej maleje. Sita nie wystepuje w przypadku pola jednorodnego, gdyz jego
gradient znika. .

Poniewaz sila, zgodnie ze wzorem (51), jest gradientem funkcji skalarnej m - B, to ta funk-
cja skalarne wzicta ze znakiem minus jest energia potencjalna dipola magnetycznego w polu
magnetycznym, czyli .

U=-m-B. (52)

Energia ta jest najmniejsza, gdy wektory i i B sa zgodnie skierowane, a najwigksza, jesli wektory
m i B sa skierowane przeciwnie.



