Wyktad VII Elektrodynamika 1

Magnetostatyka w osrodku

Omawiajac magnetostatyka zaktadaliSmy dotychczas, ze prady i pola magnetyczne wystepuja
w prézni lub, co na jedno wychodzi, ze materialny osrodek, ktéry jest obecny, nie ma wptywu
na opisywane zjawiska. Teraz rozwazymy role osrodka.

Magnetyzacja osrodka

Jak pamietamy, elektrostatyka w o$rodku tym rozni sie od elektrostatyki w prozni, ze osro-
dek pod dzialaniem zewnetrznego pola elektrycznego polaryzuje si¢ tzn. pojawia si¢ indukowany
moment dipolowy czasteczek lub atomow tworzacych oérodek, ktéry z kolei modyfikuje pole elek-
tryczne. W przypadku magnetostatyki sprawy maja sie podobnie — zewnetrzne pole magnetyczne
indukuje makroskopowy moment dipolowy, lecz nie elektryczny, a magnetyczny.

Wyobrazmy sobie, ze mamy prad j(7), ktéry bedziemy okresla¢ jako zewnetrzny (zewnetrzny
wobec osrodka), generujacy potencjat wektorowy znany z dwoch poprzednich wyktadow

im=- [ S (1)
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Rzecz sie dzieje w osrodku, wiec pole magnetyczne odpowiadajace potencjalowi (1) indukuje
gesto$¢ magnetycznego momentu dipolowego M (7), ktora, jak wyjasniono w poprzednim wyktla-
dzie, réwniez wytwarza pole magnetyczne. Catkowity potencjal wektorowy wynosi wiec

/d3’ +/d3’ M) < (7—1) (2)
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W kontekscie magnetostatyki w osrodku wielkosé M () nazywa sie zwykle wektorem magnetyzacji.
Pamietany z Wyktadu IV wzor
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wstawiamy teraz do drugiego cztonu w réwnaniu (2) i wykonujemy catkowanie przez czesci,
przeprowadzajac te operacje w notacji wskaznikowej. Uwzgledniajac, ze M () znika w nieskon-
czonodci, wyraz brzegowy znika, a formuta (2) po potaczeniu dwoch catek w jedna przybiera
postac

/dzlj )+ V! x M) n

=7

Rownania magnetostatyki w osrodku

Wyrazenie (4) pokazuje, ze rotacja gestosci magnetycznego momentu dipolowego pomnozona
przez c gra taka role jak prad. Tak zatem prawo Ampere’a w rézniczkowej postaci, omowione
w Wyktadzie V, modyfikujemy nastepujaco

=R 47'[' 2, =
VXB(T’)Z?(j(T)—i-CVXM(T)). (5)
Przenoszac czton zawierajacy V x M (7) na lewa strone réwnania (6), otrzymujemy

a7 -

VXH(F)—*JV) (6)
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gdzie wektor

H() = B(F) — 4 M(r) (7)

jest nazywany polem magnetycznym, zas wektor B indukcjg magnetyczna. Dopoki zajmowali-

Smy sie magnetostatyka w prézni nie byto potrzeby rozrézniaé pol BiH , natomiast w osrod-
ku jest to kluczowo wazne. Z podobna sytuacja spotkalismy si¢ juz omawiajac elektrostatyke
w osrodku, gdzie mieliSmy do czynienia z polami £ i D. Zwro¢my uwagg, ze faktycznym fizycz-
nym polem magnetycznym jest pole B, tak jak faktycznym fizycznym polem elektrycznym jest
pole E. Pola H i D sa jedynie wielkosciami pomocniczymi. Niestety uksztattowana historycznie
terminologia wprowadza pewne zamieszanie, gdyz indukcja elektryczna jest tym pomocniczym
polem, a indukcja magnetyczna polem fizycznym.

Fakt, ze pole indukcji magnetycznej w osrodku jest sumg pola zewnetrznego i pola wytwa-
rzanego przez indukowany moment dipolowy, nie zmienia natury tego pola i pozostaje ono bez-
zrodtowe. Innymi stowy, pole B nadal jest rotacja potencjatlu wektorowego, a zatem

V- B() =0, (8)

bo, jak pamietamy z Wyktadu V, dywergencja rotacji znika.
Roéwnania elektrostatyki w prozni tworza uktad
V x B() = 2 (),
_ (9)
V - B(r) =0,

w osrodku zas mamy

{ v x () = 4 57 o)

V- B(7) = 0.

Do réownania okreslajacego pole magnetyczne H (7) wechodzi jedynie gestosé pradu zewnetrznego.
Nie oznacza to jednak, ze przy tym samym rozkladzie tadunku j(7) pole H(7) w osrodku bedzie
zawsze takie samo jako pole B(7) w prézni. Inne sa bowiem warunki brzegowe.

Zwiazki materiatlowe

Aby rozwiazaé réwnania (10), nalezy okredlié relacje pomiedzy polami H(7) i B(7) lub H(7)
i M(7), czyli wprowadzi¢ zwiazek materiatowy. Wybiera si¢ go nieraz w postaci
M(r) = xmH(7), (11)

gdzie wielko$¢ x,, nazywana jest podatnoscia magnetyczna osrodka. Jak juz wspominaliSmy
w kontekscie elektrycznych wtasnosci materialow, zwiazek (11) jest po pierwsze izotropowy tzn.

kierunek wektora magnetyzacji M(7) jest zgodny z kierunkiem wektora H (7). Zwigzek ten jest
réwniez liniowy, czyli diugosé wektora M (7) jest proporcjonalna do dlugosci wektora H (7).
Zwiazek (11) jest w koncu niedyspersyjny — nie zalezy od zmiennosci pola H (7) w przestrzeni.
Wszystkie te wlasnosci majg zwykle charakter przyblizony. Izotropowos¢ nie zachodzi dla krysz-
tatéw, w ktérych mamy wyréznione kierunki. Proporcjonalnosé M(7) i H(7) zatamuje sie zwykle
w przypadku dostatecznie silnego pola H (7). Jesli zewnetrzne pole ulega zmianom na malych
dhugosciach, relacja dana réwnaniem (11) réwniez przestaje obowiazywac.
Podstawiajace zwiazek (11) do réwnania (7), otrzymujemy

B(r) = w H (), (12)
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gdzie
pw=1+47 xm (13)

jest przenikalnoscig magnetyczna osrodka. Stosujac uktad jednostek SI mowimy wtedy o wzglednej
przenikalnosci magnetycznej, gdyz przenikalno$¢ prézni w tym uktadzie, w przeciwienstwie do
uktadu CGS, jest rézna od jednosci.

Magnetyczne wlasnosci materiatéw ujawniaja duze zréznicowanie, wieksze niz wlasnosci elek-
tryczne. Podatnos¢ elektryczna jest zwykle dodatnia, to znaczy indukowany elektryczny moment
dipolowy P jest zgodny z kierunkiem pola elektrycznego E, a przenikalnos¢ elektryczna e > 1.
Podatnos¢ magnetyczna natomiast moze by¢ dodatnia lub ujemna y,, < 0, a przenikalnos¢
magnetyczna @ < 1.

Materiaty, ktérych x,, < 0, a przenikalno$¢ magnetyczna p < 1, nazywa si¢ diamagnetykami,

Sa one tym podobne do dielektrykéw, ze ostabiaja przytozone pole Hi faktyczne pole B < H.
W przypadku paramagnetykéw mamy x,, > 0, a przenikalnos¢ magnetyczna p > 1. Nastepuje
wiec wzmocnienie przytozonego pola.

Dipolowy momenty magnetyczny diamagnetyka jest przeciwnie skierowany do wywotujace-
go go pola magnetycznego, wiec, jak wyjasniliémy w poprzednim wyktadzie, materiat taki jest
wypychany ku spadajacym wartosciom pola magnetycznego. W ten sposéb zjawisko diamagne-
tyzmu zostato odkryte. Moment magnetyczny paramagnetyka natomiast jest skierowany zgodnie
z wywolujacym go polem magnetyczne, wiec material taki jest wciagany w kierunku rosnacych
wartosci pola magnetycznego.

Jak pamigetamy z poprzedniego wyktadu, wystepowanie momentu pedu czastek natadowanych
powoduje pojawienie si¢ momentu magnetycznego. Dzigki temu wtasnie wystepuje moment ma-
gnetyczny atoméw i molekut, do ktorego gtowny wktad wnosza elektrony, jako najlzejsze czastki.
Mamy dwa rodzaje momentu pedu: orbitalny i spinowy. Pierwszy prowadzi do diamagnetyzmu,
drugi do paramagnetyzmu. Zwykle wystepuja oba efekty jednoczesnie, a ten, ktéry dominuje,
okredla wtasciwosci materiatu. Typowe wartosci x,, sa mate, rzedu +1072, wiec p, w odréznieniu
od €, bardzo nieznacznie rézni si¢ od jednosci.
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Rysunek 1: Petla histerezy

Waznym rodzajem materiatu sa ferromagnetyki wykazujace magnetyzacje rowniez w nieobec-
nosci zewnetrznego pola magnetycznego. Trzeba jednak podkresli¢, ze ferromagnetyki powyzej
pewnej krytycznej temperatury, zwanej temperatura Curie, stajg sie paramagnetykami. Zwigzek
materiatowy dla ferromagnetykéw ma zupetnie inny charakter niz relacja (11). Magnetyzacja nie
zalezy wytacznie od pola H , lecz rowniez od tego, jaka jest historii danej probki, czyli wystepuje
tutaj zjawisko histerezy.
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Przyktadowa zaleznos¢ M od H w postaci petli histerezy ukazuje Rys. 1. Wyobrazmy sobie, ze
probke zelaza, ktora poczatkowo nie wykazuje magnetyzacji, poddajemy dziataniu pola magne-
tycznego. Najpierw M rosnie liniowo z H, az osiggamy stan nasycenia i dalsze zwigkszanie H nie
powoduje wzrostu M. Gdy zmniejszamy H, magnetyzacja spada, lecz pozostaje niezerowa na-
wet wtedy, gdy H = 0. Odwrdcenie pola magnetyczne moze doprowadzi¢ magnetyzacje do zera,
a dalszemu wzrostowi odwréconego pola magnetycznego towarzyszy zwiekszanie sie odwroconej
magnetyzacji az do osiggniecia nasycenia. Potem zwickszamy H i ostatecznie domykamy petle
histerezy. Widzimy, ze M nie jest funkcja H — jednej wartosci H odpowiada wiecej niz jedna
warto$¢ M.

o

dx

Rysunek 2: Puszka o powierzchni denka A i infinite- Rysunek 3: Prostokatna petla o dlugosci [ i infinize-

zymalnie matej wysokosci dx, ustawiona na granicy tymalnie malej szerokosci dx, ustawiona na granicy

dwéch oé$rodkéw o przenikalnoéciach magnetycznych — dwoch oérodkéw dielektrycznych o przenikalno$ciach

11 po lewej stronie i oy po prawej stronie. magnetycznych p; po lewej stronie i ps po prawej stro-
nie.

Wektor B na granicy osrodkéw

Aby sformutowa¢ warunek jaki spelnia pole B (7) na granicy osrodkéw, wykorzystamy twier-
dzenie Gaussa, ktore orzeka, ze ze wzgledu na bezzrodtowosé pola B strumien tego pola przez
dowolna powierzchnie zamknieta znika, czyli

/S %5 - B(7) =0, (14)

gdzie S jest powierzchnig ograniczajgca objetos¢ V. Objetos¢ V wybieramy jako puszke pokazang
na Rys. 2, umieszczona na granicy dwoch osrodkéw o przenikalnosciach magnetycznych pq i o
w taki sposob, ze denka puszki sa rownolegte do powierzchni granicznej osrodkéw. Diugosé puszki
dz jest infinitezymalnie mata. .

Obliczamy teraz strumien pola B(7) przez powierzchnie otaczajaca puszke, pomijajac po-
wierzchnie boczna ze wzgledu na infinitezymalnie mata dtugos$¢ puszki. Rachunek sprowadza sie
do policzenia strumienia przez denka. Zaktadamy przy tym, ze rozmiary denek sg tak mate, ze
pole B(7) na calej powierzchni A kazdego z denek jest takie samo. Znajdujemy wtedy strumien

/d2a.§:Aﬁ1-§1+Aﬁ2.§2:Aﬁl.(El—éz):o. (15)
S
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Poniewaz ity - By = Bi-, gdzie Bi jest sktadows pola B prostopadta do powierzchni rozgranicza-
jacej osrodki, otrzymujemy warunek brzegowy

Bi = By. (16)

A zatem skladowa indukcji magnetycznej prostopadta do granicy oSrodkow jest ciggla.

Wektor H na granicy osrodkow

Zgodnie z calkowg postacig prawa Ampere’a
dl- H(7) =
| di- (R

gdzie I jest natezeniem pradu przepltywajacego przez powierzchnie ograniczong petlag C. Oblicza-
my wiec krazenie pola magnetycznego wzdtuz prostokatnej petli pokazanej na Rys. 3, umiesz-
czonej na granicy dwoch osrodkéw o przenikalnosciach magnetycznych py i ps. Odcinki petli
rownolegle do granicy osrodkow majg dlugosc [, a dtugos¢ odcinkoéw prostopadtych jest infinite-
zymalnie mala i wynosi dz. Zaktadamy, ze dtugosé [ jest na tyle mata, ze pole H(7) nie zmienia
sie istotnie, gdy posuwamy sie wzdtuz boku petli, ktéry jest rownolegty do granicy o$rodkow.

Pomijajac wktad do krazenia od infinitezymalnie matych odcinkéw petli prostopadtych do
granicy osrodkow, znajdujemy

4
71--[,5'7 (17)

C

/df'ﬁ:lgl'ﬁ1+l§2'ﬁ2:l§1'(ﬁl_ﬁ2)v (18)
C

gdzie wielkosci z indeksem 1 odnoszg sie do o$rodka po lewej stronie, a z indeksem 2 do osrodka
po prawej stronie. W réwnaniu (18) uwzgledniliSmy, ze §; = —S,. Poniewaz s jest wektorem jed-
nostkowym, wiec zachodzi réwnos¢ s; ‘Hi=H {', w ktorej H {' jest sktadowsg pola magnetycznego
w o$rodku 1 réwnolegly do granicznej powierzchni miedzy osrodkami. A zatem

/df-ﬁ:l(H{‘ el (19)
c
i otrzymujemy warunek brzegowy
4
gl gl =Y (20)
c

gdzie K = I/l jest natezeniem pradu powierzchniowego plynacego na granicy osrodkéow. Wa-
runek (20) méwi, ze skladowa pola magnetycznego réwnolegta do granicy osrodkéw jest ciggla,
o ile nie wystepuje prad powierzchniowy. W obecnosci tego pradu sktadowa pola H rownolegta do
granicy osrodkow doznaje skoku. Zwroémy uwage, ze pole H ma dwie skladowe rownolegle do
granicy, gdyz ta jest powierzchnig.

Prostoliniowy przewodnik

Jako prosty ilustracje powyzszych rozwazan, wyliczymy pola H(F) i g(f’), pochodzace od
nieskonczenie cienkiego, nieskonczonego, prostoliniowego przewodnika, w ktorym plynie prad
o natezeniu . Przewdd jest umieszczony koncentrycznie w walcu o promieniu R, wykonanym
z materiatu o przenikliwosci magnetycznej p. Poza walcem rozciaga sie proznia.

Ze wzgledu na symetri¢ cylindryczna problemu linie pola H(7) i B(r) sa rownolegte do po-
wierzchni oddzielajacej osrodek o przenikliwosci p od prézni. Nie wystepuje wiec sktadowa pol
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prostopadta do powierzchni rozgraniczajacej osrodki, mamy tylko sktadowa réwnolegta. Na gra-
nicy osrodkéw nie ptynie zewnetrzny prad powierzchniowy, wiec zgodnie z warunkiem (20) pole
H(7) jest ciagle i dane jest wyrazeniem dla B(7) w prézni znanym z Wyktadu V, a mianowicie

21
H(r)=—. 21
=2 1)
Indukcja magnetyczna za$ otrzymana z pomoca relacji (12) wynosi
2 |, TSR,
B(r) =" \ (22)
cr |1 r> R.

Widzimy, ze indukcja magnetyczna doswiadcza skoku na granicy osrodkéw, co wigze si¢ z in-
dukowaniem tam pradu powierzchniowego o natezeniu (1 — u). Kierunek tego pradu zalezy od
znaku (1 — p).



