Wyktad VIII Elektrodynamika 1

Pola zmienne w czasie

Nauka o elektrycznosci rozwijata sie poczatkowo zupetnie niezaleznie od wiedzy o magnety-
zmie. Rzeczywiscie, trudno byto dojrze¢ zwiazek miedzy elektryzowaniem sie bursztynu, a zacho-
waniem igly magnetycznej. Odkrycie Hansa Christiana Oersteda z roku 1820, ze prad elektryczny
wytwarza pole magnetyczne, zwigzek ujawnito, lecz elektrostatyka i magnetostatyka wcigz stano-
wig niemal roztaczne domeny fizyki. Dopiero zmiennos¢ w czasie pél, tadunkéw, pradoéw ukazuje
nierozerwalny charakter elektrycznosci i magnetyzmu. Wyktad ten o polach zmieniajacych si¢
z uptywem czasu jest wigc centralng i najwazniejsza czescig catego kursu.

Prawo Faradaya

Odkrycie Oersteda sprowokowalo nastepujace pytanie: skoro prad elektryczny wytwarza pole
magnetyczne, jak z pomocg pola magnetycznego wytworzy¢ prad elektryczny. Odpowiedzi udzie-
lit genialny angielski eksperymentator Michael Faraday, odkrywajac w 1831 roku prawo indukcji
elektromagnetycznej. We wspotczesnym sformutowaniu wyraza je catkowa relacja
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moéwiaca, ze krgzenie pola elektrycznego wzdtuz zorientowanej zamknietej krzywej C' jest rowne
pochodnej czasowej z przeciwnym znakiem strumienia pola magnetycznego przez powierzchnie S,
ktorej brzegiem jest petla C. Przyjety uklad jednostek CGS powoduje pojawienie si¢ czynnika
1/c, ktory jest nieobecny w uktadzie SI.

Relacja (1) nic nie méwi o wspomnianym wytwarzaniu pradu elektrycznego z pomoca pola
magnetycznego. Aby zrozumieé, jak sie rzecz ma z pradem, wyobrazmy sobie cienki przewodnik,
tworzacy zamknietg petle C, ktéry umieszczamy w polu magnetycznym. Jesli pole zmienia sie z
uptywem czasu, to pochodna czasowa strumienia pola przez powierzchnie S wyznaczong petla C
jest niezerowa, a zatem i krazenie pola elektrycznego wzdtuz krzywej C' jest, zgodnie z prawem
Faradaya (1), rézne od zera. Pole to dzialajac na tadunki obecne w przewodniku wprawi je w
ruch, wywohujac przepltyw pradu elektrycznego.

Zgonie z tradycja krazenie pola elektrycznego wystepujace po lewej stronie prawa Faradaya
(1) nazywane jest sita elektromotoryczna, cho¢ termin ten jest mylacy. Pamigtajac bowiem, ze

sita F = qﬁ, gdzie q jest tadunkiem, stwierdzamy, ze krazenie pola elektrycznego jest praca
wykonana wzdtuz petli C, a zatem i energia, podzielong przez tadunek.

Nalezy zwrécié uwage na znak minus w réownaniu (1), ktéry wynika z tzw. reguly Lenza
zwanej tez reguty sprzeciwu lub przekory. Wyobrazmy sobie solenoid, w ktéry wsuwamy i wysu-
wamy magnes sztabkowy pokazany na Rys. 1. Strumien pola magnetycznego przez powierzchnie

Rysunek 1: Powstawanie pradu i regulta Lenza
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kazdego zwoju solenoidu zmienia sie, wiec w obwodzie powstaje prad, ktorego kierunek odwraca
sie zgodnie z rytmem wsuwania i wysuwania magnesu. Reguta Lenza orzeka, ze kierunek pradu
powstajacego w solenoidzie jest taki, ze pole magnetyczne solenoidu wypycha wsuwany magnes,
jak pokazano na Rys. 1, i przyciaga wysuwany. Powstawanie wiec sity elektromotorycznej wiaze
sie z wykonywaniem pracy. Gdyby zmieni¢ znak w réwnaniu (1), wytarzanie pradu elektrycznego
nie kosztowato by pracy.

Roéwnanie (1) wyraza prawo Faradaya w postaci catkowej. Rozniczkowa postaé¢ tego prawa
znajdujemy, jesli do lewej strony rownania (1) zastosujemy twierdzenie Stokesa, méwiace, ze

/dl Bt /d20 v x B(t, 7). 2)

Woéwcezas otrzymujemy réwnosé

[ (v x Bt + iaBét *>> 0. (3)

Poniewaz powierzchnia S jest dowolna, znikanie catki wymaga, aby

v x Bt - - 12800, @
co jest rozniczkowq postacia prawo Faradaya.

Jak pamietamy, w elektrostatyce V x E = 0, co oznacza, ze niezalezne od czasu pole elek-
tryczne jest bezwirowe — linie pola nie tworzg zamknietych petli. Dopuszczenie zaleznosci pola od
czasu zmienito jego charakter — pole elektryczne stato sie wirowe, a wirowos¢ okresla zmiennosé
pola magnetycznego. Zwroémy tez uwage na nieobecne w elektrostatyce zjawisko: zmienne pole
magnetyczne wytwarza zmienne pole elektryczne. Pola elektryczne i magnetyczne nie sg wiec od
siebie niezalezne.

Rownania Maxwella

Zbierzmy poznane dotychczas prawa elektromagnetyzmu w prozni

V- E(t,7) = 47 p(t, 7),
V- B(t,7) =0,
G e _ 1050 (5)
V x (tﬂﬂ__E ot
V x B(t,7) = j(t ) + o8,

gdzie dopuscilismy zaleznos¢ od czasu pol, tadunkow i pradow, a prawo Ampere’a zmodyfikowa-
liSmy dopisujac ,cos”, gdyz wersja tego prawa znana z magnetostatyki jest nie do utrzymania.
Obliczywszy bowiem dywergencje obu stron réwnania wyrazajacego prawo Ampere’a, znajduje-
my V j(t, ) = 0, bo dywergencja rotacji pola wektorowego znika. A jak pamietamy z Wykltadu
V, zachowanie tadunku wymaga spelnienia rownania ciagtosci

apgﬁ+v.j(m=o. (6)

Aby pogodzi¢ prawo Ampere’a z zasada zachowania tadunku, musi by¢ speliony warunek

. 4m ap(tvr_)
V- co$ = ~ 5 (7)
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Zauwazmy, ze jesli wezmiemy pochodng czasowa obu stron réwnania wyrazajacego prawo Gaussa
i dodatkowo podzielimy obie strony przez ¢, to prawa strona tego rownania rowna jest wyrazeniu
(7). Tak wiec znajdujemy
~, 1 0E(t,T)
Co8 = — —>—. (8)
Przedstawiona modyfikacja prawa Ampere’a jest odkryciem Jamesa Clerka Maxwella do-
konanym w latach 1861-1862. Doprowadzito ono do syntezy praw elektromagnetyzmu, ktore
wspotczesnie zapisujemy jako cztery rownania Maxwella:

V- B(t,7) =0,
. , 9)
— OB(t,7
V x E(t,7) = — 1280,

V x B(t,7) = 4= j(t,7) + L 2ELD,
Kazde z réwnan ma prosty i glteboki jednoczesnie sens fizyczny.

e Pierwsze rownanie, zwane prawem Gaussa, mowi, ze zrodtem pola elektrycznego sg tadunki
elektryczne.

e Drugie rownanie orzeka, ze nie ma tadunkéw magnetycznych, czyli monopoli magnetycz-
nych, co sprawia, ze pole magnetyczne jest bezzrodtowe.

e Zgodnie z trzecim réwnaniem, zwanym prawem Faradaya, zmienne pole magnetyczne wy-
twarza zmienne pole elektryczne. W nieobecno$ci zmiennego pola magnetycznego pole elek-
tryczne jest bezwirowe.

e Czwarte rownanie, zwane zmodyfikowanym prawem Ampere’a, méwi, ze pole magnetyczne
wytwarzane jest przez prad elektryczny i zmienne w czasie pole elektryczne.

Stwierdzamy réwniez, ze prawo zachowania tadunku wyrazone réwnaniem ciagtosci (6) nie
jest dodatkowa zasada, lecz konsekwencjg pierwszego i czwartego rownan Maxwella.

Rownania Maxwella w osSrodku

Jesli sceng opisywanych zjawisk elektromagnetycznych jest nie proznia, lecz osrodek mate-
rialny, pierwsze i czwarte rownanie Maxwella, w ktérych wystepuja gestosci fadunku i pradu,
wymagaja modyfikacji. W réwnaniach tych pola F i B zastepujemy znanymi juz polami D i H,
a zatem rownania Maxwella wygladaja nastepujaco

V- D(t,7) = 47 p(t,7),
V- B(t,7) =0, 0
. 10
n — 0B (t,r
VXE@m:—ﬁgi
V x H(t,7) = = j(t,7) + L 2P0,

Aby powyzsze rownania miaty Jednoznaczne rozwigzania, musza by¢ uzupelnione o zwiazki
materiatowe, okreslajace relacje miedzy EiDoraz Bi H. W najprostszej swej postaci zwiazki
materiatowe sg takie jak te juz wprowadzone w kontekscie elektrostatyki i magnetostatyki, czyli

D(t,7) = e E(t,7), B(t,7) = pH(t,7), (11)

gdzie € i p sg przenikliwosciami, odpowiednio, elektryczng i magnetyczna.
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Potencjaty

Jak pamigtamy, dzigki wyrazeniu elektrostatycznego pola E przez potencjal skalarny @, czyli
E= —V &, jedno z dwoch rownan elektrostatyki tzn. V x E=0 jest rozwigzane automatycznie.
Podobnie si¢ rzecz ma w magnetostatyce. Wyrazajac indukcje magnetyczna B przez potencjat
wektorowy A jako B = V x A, réwnanie V - B = 0 jest spetlnione bez zadnych dodatkowych
warunkow. o

Naszym zamiarem jest takie wyrazenie pol F i B, aby drugie i trzecie réwnanie Maxwella (9)
byto automatycznie spelnione. Réwnanie drugie, wyrazajace bezzrédtowosé pola magnetycznego,
jak takie samo jak w magnetostatyce, wiec

B(t,7) =V x A(t, 7). (12)
Natomiast wyrazenie pola elektrycznego poprzez potencjat musimy zmodyfikowaé¢ do postaci

Lo 10A(t, 7)
E(t,7) = =V&(t,7) P T (13)
Latwo sie przekonaé, ze podstawiajac pola E i B w postaci, odpowiednio, (13) i (12) do trzeciego
réwnania Maxwella (9), wyrazajacego prawo Faradaya, réwnanie to jest automatycznie spetnione.

Jesli pole elektryczne w postaci (13) podstawié¢ do pierwszego réwnania Maxwella (9), wyra-
zajacego prawo Gaussa, a pole magnetyczne (12) do czwartego réwnania Maxwella (9), bedacego
zmodyfikowanym prawe Ampere’a, znajdujemy

_AD(1,7) —iv-,lf(t,f*) = dmp(t, ), (14)

SAKLH -V (V- AR) = T - f(vq>< 7+ iki(t,r)), (15)

gdzie z pomoca kropki oznaczamy pochodna czasowa. Otrzymane réwnania maja dosy¢ skom-
plikowana postac, lecz mozna je znaczaco uprosci¢, odpowiednio wybierajac cechowanie.

Swoboda wyboru cechowania
Zauwazmy, ze jesli zamienimy potencjaly Aidand A'i , takie ze
A7) — A(t,7) = A(t,7)+ VAL, 7), (16)
1.
q)(tﬂ?) - (I)/(t,f") = @(taf) - *A(t>f‘)7 (17)
c

gdzie A(t, ) jest dowolna funkcja, to pola magnetyczne (12) i elektryczne (13) nie ulegna zmianie.
Taka sytuacje, z ktéra w uproszczonej postaci spotkalisémy sie juz w elektrostatyce i magnetosta-
tyce, okresla sie jako swoboda wyboru cechowania. Mowimy tez o niezmienniczodci lub symetrii
elektrodynamiki przy transformacji danej wzorami (16) i (17), zwanej transformacja cechowania.

Dzigki tej swobodzie wyboru cechowania mozna naktada¢ pewne dodatkowe warunki na po-
tencjaly, co pozwala znaczaco uprosci¢ rozliczne zagadnienia, w szczegdlnosci réwnania (14)
i (15) okreslajace potencjaty.

Powtérzmy jeszcze uwagi dotyczace symetrii elektrodynamiki przy transformacjach cecho-
wania sformutowane w Wyktadzie V. Sa one bowiem fundamentalnej wagi. Dzieki twierdzeniu
Noether prawo zachowania fadunku mozna traktowac jako skutek tej symetrii. Ponadto niezmien-
niczos¢ teorii przy transformacjach cechowania okresla sposéb w jaki tadunki, w szczegodlnosci
elektrony, oddzialujg z polem elektromagnetycznym.
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Wszystkie oddziatywania wystepujace w mikroswiecie, a wiec sity stabe, elektromagnetyczne
i silne, sa opisywane przez teorie z symetria cechowania, cho¢ bardziej ztozong niz ta wyrazona
wzorami (16) i (17). Rowniez Ogodlna Teoria Wzglednosci, czyli relatywistyczna teoria grawitacji
ma podobny charakter, cho¢ tutaj odpowiednikiem transformacji cechowania sg transformacje
miedzy uktadami wspotrzednych, ktore, oczywiscie, nie mogg zmieniaé praw fizyki. Zrozumienie
kluczowej roli symetrii cechowania umozliwito sformutowanie tych teorii opisujacych Wszech-
swiat w skali mikroskopowej i makroskopowe;j.

Cechowanie Lorentza

Poniewaz, jak juz wspominalismy, wystepuje pewna swoboda okreslenia potencjatow, ktora
nie ma jednak wyplywu no fizyczne pola E i B, wigc na potencjaly mozemy nalozy¢ dodatkowe
warunki — zwane warunkami cechowania, upraszajace analize rozwazanego problemu.

Jesli przyjac¢ warunek cechowania Lorentza

10®(t,r)
V- At -— = 18
(7 + 22T (13)
réwnania spelniane przez potencjaty (14) i (15) upraszczaja sie do postaci
- 47 o
c

gdzie O jest rézniczkowym operatorem nazywanym dalambertianem (od nazwiska wybitnego
francuskiego matematyka i fizyka Jeana d’Alemberta), definiowanym jako

1 02

O=A—-—-— 21

c2 ot (21)
Widzimy, ze réwnania (19) and (20) maja taka sama postac i nie ,mieszaja” potencjalow @ i ff,
wigc moga by¢ rozwiazywane niezaleznie po siebie.

Jedli potencjaty ® i A nie speliaja warunku Lorentza (18), lecz

109(t,7) _
2D o £, (22)

wowczas mozna wykonaé transformacje cechowania (16) i (17) z funkcja A(t, 7), ktora jest roz-
wigzaniem rownania

V- A(t, ) +

OA(t,7) = —C(t, 7). (23)

Przetransformowane potencjaly &’ i A spelniaja wtedy juz warunek Lorentza (18).

Cechowanie Coulomba

Czesto stosowany jest warunek cechowania Coulomba

V- A(t,7) =0, (24)

przy ktérym réwnania spelniane przez potencjaty (14) and (15) przybieraja postaé
A(I)(ta ??) = —47Tp(t, 7#)7 (25)

A7

DA, 7) = —— it )—*VCI’( ). (26)
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Uzytecznosé cechowania Coulomba jest zwigzana z faktem, ze rownanie na ® jest takie jak
w elektrostatyce i znamy jego ogdlng postaé

(t,7) = /d3 yal (27)

|T—T

Zostaje wiec do rozwigzania réwnanie na /T, do ktorego wchodzi pochodna czasowa .

Kolejne wyktady beda poswigcone dalszej analizie réwnan Maxwella, ktoérych najwazniejsza
konsekwencjg jest istnienie fal elektromagnetycznych. A poniewaz Swiatto jest taka falg, wiec
elektrodynamika obejmuje swym wtadaniem nie tylko elektrycznos$¢ i magnetyzm, lecz réwniez

optyke.



