Wyktad X Elektrodynamika 1

Fale elektromagnetyczne

Synteza praw elektromagnetyzmu dokonana przez Jamesa Clerka Maxwella ok. roku 1860
nie byla prosta suma dotychczasowej wiedzy. Jak pamietamy, Maxwell zmodyfikowat prawo
Ampere’a, a w konsekwencji stwierdzit, ze pole elektryczne i magnetyczne moze rozchodzi¢ sie
w pustej przestrzeni jako fala. Tym samym przewidziat istnienie fal elektromagnetycznych, kto-
rych szczegdlnym przypadkiem sg fale $wietlne. Teoretyczne wnioski Maxwella zostaty potwier-
dzone doswiadczalnie pod koniec XIX wieku gltownie za sprawa Heinricha Hertza. Dzigki odkry-
ciu fal elektromagnetycznych, elektrodynamika objeta swoim wladaniem nie tylko elektrycznosé
i magnetyzm, lecz rowniez optyke.

Roéownanie falowe

Punktem wyjscia naszych rozwazan sg rownania Maxwella, w ktérych nieobecne sg zewnetrzne
tadunki i prady. Dla ogélnosci naszej analizy wyjdziemy od réwnan Maxwella zachodzacych nie
w prozni, lecz w osrodku materialnym:

V.- D(t,7) =0,
V- B(t,7) =0, "
3 1
n OB(t,r
V x E(t,7) = — 1280,
T — 85 t,7
V x H(t,7) = 122000

Jak pamietamy, pary pot DiEoraz Hi B spetniajg zwiazki materialowe, ktore przyjmiemy
w prostej, znanej juz postaci

ﬁ(t7m:5ﬁ(tvm’ é(tﬁzﬂﬁ(tvm’ (2)

gdzie € i u sa przenikliwosciami, odpowiednio, elektryczng i magnetyczna osrodka.
Uwzgledniwszy zwiazki materialowe, réwnania Maxwella (1) wygladaja nastepujaco

V.- E(t,7) =0,

V- B(t,7) =0, -
V x B(t, ) = —128Ln,

V x B(t,7) = “dE QBT

C

Biorac pochodng czasowa trzeciego rOwnania i rotacje czwartego, mozemy wyeliminowaé pole
elektryczne i znajdujemy rownanie

VXVxB(t,F)=——o"""’ (4)
Lewg strone powyzszego rownania przeksztatcamy z pomoca tozsamosci
VxVxB=V(V-B)—AB, (5)
a uwzgledniajac drugie rownanie Maxwella, znajdujemy zwiazek

V XV xB=—-AB, (6)
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ktory podstawiony do réwnania (4) daje

(A _ ;352)5@, ) =0, (1)

gdzie v = ¢/ /ep. Takie samo réwnanie znajdujemy dla pola E , czyli

(a- ;g;)ﬁ(t, ) =0, (8)

z tym, ze na poczatek bierzemy pochodng czasows czwartego rownania Maxwella i korzystamy
z trzeciego. Nastepnie wykorzystujemy tozsamosé (5) i pierwsze rownanie Maxwella.

Réwnania (7)1 (8) maja postaé rownania falowego, opisujacego rozchodzenie sie fal z predkoscia
fazowg v. Fakt, ze pola elektryczne i magnetyczne spelniajace rownania Maxwella spetniajg au-
tomatycznie rownanie falowe, wskazuje na istnienie fal elektromagnetycznych.

Zwrocmy uwage, ze w prozni, gdzie € = p = 1, predkosé fazowa v = c¢. W osrodku natomiast
predkosé fazowa fali elektromagnetycznej moze by¢ zaréwno mniejsza jaki i wieksza od c. Nie
wystepuje tu jednak konflikt z teorig wzglednosci, gtoszaca, ze predkosé swiatta jest maksymalng
predkoscia przesytania informacji. W przypadku bowiem ruchu falowego, transport energii, a wiec
i informacji, odbywa sie z tzw. predkoscig grupows, ktora rézni sie od fazowe;j.

Fale ptlaskie
Rozwiazan réwnan falowych (7) i (8) bedziemy szukaé¢ w postaci fal ptaskich, czyli
B(t,7) = By @50 F(t,7) = By ek, (9)

gdzie w jest czestoscia fali, k wektorem falowym, zas EO i EO s amplitudami. Pola elektryczne
i magnetyczne sa wielkodciami rzeczywistymi za$ wyrazenia (9) sa zespolone. Za fizyczne pola
bedziemy wiec uwazaé czesci rzeczywiste wyrazen (9). Jak pamietamy,

Re @k — cos(wt — k - 7). (10)
Jesli przyjaé, ze k= (k,0,0) za$ 7= (z,vy, z), fala plaska ma posta¢
E(t,7) = Ey '@tk (11)

Funkcja (11) jest okresowa, a okres to T = 27 /w. Dtugoé¢ fali wynosi A = 27 /k. Sledzac prze-
suwanie sie garbu fali, zadanego, dla przyktadu, rownaniem wt — kx = 0, ktérego rozwiazaniem
jest

w
=—1 12
=2 (12)

widzimy, ze fala porusza sie z predkoscia fazowa v = w/k. Zwrbéémy jeszcze uwage, ze A = vT.
Podstawiajac fale ptaskie (9) do réwnan falowych (7) i (8), znajdujemy réwnanie

-,

1
K — =W =0. (13)
(%

A zatem czestos¢ w i wektor falowy k muszg spetnia¢ relacje
w = vlf], (14)

aby fale ptaskie (9) byly rozwiazaniami réwnan (7) i (8).
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PolaBiFE powinny speliac nie tylko rownania falowe, lecz réwniez cztery réwnania Maxwel-
la. Zobaczmy, co z tego wymogu wynika. Podstawiajac fale ptaskie (9) do, odpowiednio, drugiego
i pierwszego rownania Maxwella, otrzymujemy warunki

k-By=0, k-Ey=0, (15)

oznaczajace, ze wektor falowy k jest prostopadty do amplitud EO i E%, a zatem jest prostopadty
do pél Bi E.
Jedli podstawié fale plaskie (9) do trzeciego i czwartego rownania Maxwella, znajdujemy

relacje

— — ]_ — — — —
K x By =~ wB,, Kx By=-FuE, (16)
C

C

Jesli uwzgledni¢ zwiazek (14), to amplitude pola elektrycznego mozna wyrazié¢ przez amplitude
pola magnetycznego lub odwrotnie tzn.

— — — ]_ —
BOI €,U,ﬁ><E0, Eoz—iﬁXBo, 17
Vv = (17)

gdzie 11 jest wektorem jednostkowym réwnoleglym do wektora falowego E, czylinn = k / |/2 |. Latwo
sprawdzic¢, ze podstawiajac ﬁo dane lewym zwiazkiem do prawego zwigzku otrzymamy tozsamosé
EO = EO. Zauwazmy jeszcze, ze = .

Bf =ep E;. (18)

Doszlismy do wniosku, ze wektory 7, EO i éo tworza trojke wektorow wzajemnie prosto-
padtych. Poniewaz wektor 7 okresla kierunek rozchodzenia si¢ fali, wigc stwierdzamy, ze fala
elektromagnetyczna, ktérg ilustruje Rys. 1, jest fala poprzeczna — oscylujace pola F i B sa
prostopadte do tego kierunku.

Energia fali elektromagnetycznej

Gestos¢ energii pola elektromagnetycznego w oérodku dana jest wzorem

u(t, ) = 817T (E(t,f) D, 7 + Bt 7) - ﬁ(t,f)). (19)

Rysunek 1: Fala elektromagnetyczna
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Podstawiwszy cze$¢ rzeczywisty fal plaskich (9) do wyrazenia (19), znajdujemy

1/ = 15 -
t,7) = —|(eE] B2> *(wt — k- 7). 20
ut.7) = o (B3 + L B3) cos?wt K- 7) (20)
Jesli usrednimy gestos$¢ energii (20) po jednym okresie fali, to otrzymujemy
_ 1 T 1 2 L = r 2 7.
Pamietajac, ze T' = 27 /w, wystepujaca tutaj catke obliczamy nastepujaco
27w 5 1 2r—k-7 1 r2r
/ dt cos*(wt — k- 7) = —/# docos® o = — docos® o
0 w J-k7 w Jo
1 2m 1 s
:Z/o doz(0052a+sin2a):$ 5 doz:g. (22)
A zatem ] ]
Jesli uwzglednié¢ jeszcze relacje (18), usredniona gesto$é energii fali elektromagnetycznej wynosi
€ = 1 =

Gestos¢ strumienia energii pola elektromagnetycznego okreéla wektor Poytinga, ktoéry

w osrodku wynosi
— C — —
S(t,7) = E(E(t,?) x H(t, 7). (25)

Podstawiwszy do wzoru (25) rzeczywista czesé fal ptaskich (9), po dokonaniu usrednienia po
jednym okresie fali, otrzymujemy

- c = _

Jesli skorzystamy z relacji (17), to

<§>:§Tﬁﬁgﬁ:v<u>ﬁ, (27)

gdzie, jak pamietamy,
: (28)

V= — n=

JVEp’® |

|
Widzimy wiec, ze fala elektromagnetyczna niesie energie w kierunku wektora falowego.

Polaryzacja fali elektromagnetycznej

Polaryzacja fali elektromagnetycznej to wtasnos¢ tej fali zwigzana z orientacja wektora po-
la elektrycznego tworzacego fale. Fakt, ze polaryzacje wigzemy z polem elektrycznym nie za$
magnetycznym jest kwestia umowy. Rownie dobrze mozna byto wybraé¢ pole magnetyczne.

Mowimy, ze fala jest spolaryzowana liniowo, jesli z uptywem czasu nie zmienia sie kierunek,
wzdtuz ktérego oscyluje pole elektryczne. Tak zatem fala ptaska

E(t,7) = Ey cos(wt — k - 7) (29)
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jest wtasnie spolaryzowana liniowo.
Jesli ztozymy dwie fale o tych samych czestosciach i wektorach falowych, lecz réznych ampli-
tudach, wtedy

E(t,7) = Ey cos(wt — k - 7) + Ey cos(wt — k - 7) = (E1 + EQ) cos(wt — k - 7) (30)

i sumaryczna fala jest nadal spolaryzowana liniowo.
Sytuacja staje sie ciekawsza, jesli ztozymy dwie fale przesuniete w fazie

E(t,7) = E; cos(wt — k- ) + Ey cos(wt — k-7+ o), (31)

gdzie ¢ jest réznicg faz. Stosujac wzér cos(a + ) = cosa cos§ — sin « sin 3, wyrazenie (31)
mozemy zapisa¢ w postaci

E(t,7) = (El + E; cos (b) cos(wt — k - 7) — (Eysin ¢) sin(wt — k - 7). (32)

Jesli amplitudy Ei i E, nie sa rownoleglte do siebie, wowczas wzgledne wktady pierwszego
i drugiego cztonu do pola elektrycznego (32) zmieniaja sie z uptywem czasu. Kierunek wiec,
wzdhuz ktérego oscyluje pole elektryczne, réwniez zmienia sie.

Aby uprosci¢ dalszg analize, przyjmiemy, ze wektor k jest skierowany wzdtuz osi z, wige pole
E lezy w plaszczyznie z—y. Przyjmiemy réwniez, ze amplituda E, = (E1,0,0) jest sklerowana
wzdhuz osi x, a amplituda EQ = (0, F5,0) wzdluz osi y. Sktadowe pola elektrycznego wtedy
WYnosza

E,(t,7) = Ecos(wt—Fk-7), (33)
E,(t,7) = (Eycos¢)cos(wt — k- 7) — (Bysin ¢) sin(wt — k - 7). (34)
Jesli przyjaé, ze réznica faz ¢ = +m/2, woéwczas mamy
E,(t,7) = Fcos(wt—Fk-7), (35)
E,(t,7) = TEysin(wt—k-7). (36)
Podnoszac sktadowe pola do kwadratu, otrzymujemy réwnania
E2(t, 7 -
w(ér) = cos’(wt —k-7), (37)
I
E2(t,T -
yéz ) = sin*(wt — k- 7). (38)
2

Po dodaniu rownan stronami znajdujemy relacje

B(t7) | B(.7)

=1, 39
3 E3 (39)
w ktorej rozpoznajemy réwnanie elipsy zapisywane zwykle w postaci
xz y?

gdzie a i b sa potosiami elipsy. A zatem, gdy réznica faz dwoch fal sktadowych wynosi ¢ = £7/2,
sktadowe pola elektrycznego spetniaja réwnanie elipsy, wiec méwimy o polaryzacji eliptyczne;j.
Wybierajac dla prostoty 7 = 0, nietrudno stwierdzié, ze réwnania (35) i (36) opisuja ruch wektora
pola elektrycznego po elipsie, przy czym krazenie wektora odbywa sie zgodnie ze wskazéwkami
zegara — lewoskretnie, gdy ¢ = —m/2, za$ przeciwnie do wskazowek zegara — prawoskretnie, jesli
¢ = /2. Fala spolaryzowana eliptycznie moze wigc by¢ prawoskretna lub lewoskretna.




