Wyklad V11| Fizyka czastek elementarnych

Grupa SU(N) i je] reprezentacje

e Jak juz wyjasnili$my, Symetria izospinowa oddziatywan silnych polega na
niezmienniczo$ci hamiltonianu, a wlasciwie dziatania, opisujgcego sity silne
przy transformacjach nalezacych do grupy SU(2). Grupe te tworza unitarne
macierze wymiaru 2x2 o wyznaczniku rownym jeden. Funkcja falowa
nukleonu majacego izospin 1/2 jest dwusktadnikowym wektorem, wigc
macierzg 0 wymiarze 2x2 mozemy dokona¢ obrotu tego wektora
W przestrzeni izospinu, aby, powiedzmy, proton zamieni¢ w neutron.

e Jak tez juz wiemy, piony majg izospin 1, a ich funkcja falowa jest wektorem
trojsktadnikowym. Funkcja falowa rezonanséw delta jest czterosktadnikowa,
bowiem ich izospin wynosi 3/2. Obroty w przestrzeni izospinu dokonujemy
woOwczas macierzami o wymiarach, odpowiednio, 3x3oraz 4x4. Nalezy
jednak pamigtac, ze symetria izospinowa zachodzi nie dla poszczegdlnych
grup hadrondéw o okreslonej wartosci izospinu, lecz tacznie dla wszystkich
hadronow i ze grupg symetrii nadal grupa SU(2). Tak dochodzimy do pojecia
reprezentacji grupy i koniecznoséci wprowadzenia reprezentacji grupy SU(2)
0 roznych wymiarach.

e Poniewaz w dalszej czg$ci wyktadu wykorzystywac bedziemy nie tylko
symetri¢ SU(2), lecz i SU(3), oméwimy teraz grupe SU(N), gdzie N jest
liczbg naturalng.

Grupa SU(N)

e Grupe SU(N) (a doktadniej jej fundamentalng reprezentacje) tworza macierze
unitarne o wymiarze N x N, ktorych wyznacznik rowny jest jednosci.

e Ile liczb rzeczywistych jednoznacznie okresla macierz U € SU(N) ? Macierz
zespolong o wymiarze N x N definiuje 2N?liczb. Wymoég unitarnosci
UU" =1 daje tyle rownan, ile jest elementow macierzy, czyli N?. Jesli
dotozymy warunek detU =1, to dochodzimy do wniosku, ze liczba liczb
rzeczywistych okreslajacych jednoznacznie macierz nalezaca do SU(N)

wynosi 2N? —N? —1=N?—1. Dla SU(2) sa to 3 liczby, a dla SU(3) mamy 8
liczb.



Wykiad VIII cd. Fizyka czastek elementarnych

e Macierz U € SU(N) mozna zapisa¢ jako

U =explio-1]=expli(ol, +o,l, +...+ o 1. )],

gdzie © =(w,,®,,...,0. ) sa parametrami rzeczywistymi okreslajacymi
macierz, a 1 =(I,1,,...,1._ ) zbiorem hermitiowskich, bez§ladowych
(Tr 1, = 0) macierzy zwanych generatorami grupy SU(N).

e Latwo zauwazy¢, ze macierz postaci U =exp[im- 1] jest unitarna, a jej
wyznacznik wynosi 1. Musimy tylko pami¢tac, ze macierze
I=(l,1,,....1 . ) sghermitowskie (I; =1,) i bezéladowe (Tr[1,]=0).
Rzeczywiscie,
U =exp[—i®-1] = U'U=UU"=1,
a takze

TrU =exp(Tr[InU])= exp(iNila)i Tr[Ii]) =e’=1

e Grupe SU(N) mozemy zdefiniowac przez zadanie relacji komutacyjnych
spelnianych przez generatory grupy, a mianowicie
[Ii,lj]:if”"lk, i,jk=12...N*°-1,

gdzie wielkosci f " nazywane sa statymi struktury grupy, ktére faktycznie

definiujg grupe. Wybor generatoréw danej grupy nie jest jednoznaczny,
mozemy je wybra¢ na wiele sposobdéw, cho¢ dla zmniejszenia swobody

przyjmuje si¢ jeszcze zwykle warunek normalizacji Tr[17?] :% :

ijk

e W przypadku grupy SU(2), f
antysymetryczny &, ktory zmienia znak, gdy zmienimy miejscami dowolna
pare indeksow np. &' =—g'™ oraz £ =1. Relacja komutacyjna przybiera
dla grupy SU(2) znang z teorii spinu postac

[Ii,lj]:ig”"lk, I, J,k=12,3.

to znany nam tensor catkowicie

Generatory za$§ mozna wybra¢ w postaci | = %c, gdzie wektor ¢ tworzg trzy

hermitowskie bez$ladowe macierze Pauliego o6 = (o, 0,,0;)

LY L) b
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Jak juz wspomnieli$my, generatory danej grupy mozemy wybrac¢ na wiele
sposobow. W szczegolnosci generatory grupy SU(2) wceale nie muszg by¢
macierzami 2x2, lecz moga mie¢ wigkszy wymiar. Wazne, aby spetniaty
definiujace grupe relacje komutacyjne.

Reprezentacja grupy

Grupa jest abstrakcyjnym zbiorem obiektéw o okreslonych wlasnosciach,
reprezentacja tej grupy jest konkretng realizacjg. Sformalizujmy to pojecie.

Reprezentacjg macierzowa grupy G nazywamy przeksztatcenie zachowujace
strukture grupowa, czyli homomorfizm, grupy w zbiér macierzy
kwadratowych D takie, ze

vg;,9;€G  D(g;09;)=D(9;)-D(9;),
gdzie o oznacza dziatanie grupowe, a kropka mnozenie macierzy. A wigc
zb16r macierzy D tworzy grupe.

W dalszej cze¢sci wykladu beda nas interesowaé jedynie reprezentacje wierne
i rownowazne grupy G, kiedy przeksztatcenie elementow grupy w zbior
macierzy jest izomorfizmem, czyli jest wzajemnie jednoznaczne. Wowczas
reprezentacja ma nastepujace wlasnosci

D(e)=1 vgeG D(gog™)=D(g)-D7(9)=1,
to znaczy element neutralny grupy przechodzi w macierz jednostkowa
I odwrotnie, a element grupy odwrotny do g jest reprezentowany przez
macierz odwrotng do D(g) i odwrotnie.

Macierze D danej reprezentacji grupy G da]e si¢ nieraz przeksztatci¢ za
pomoca jednej macierzy S w macierze D, tzn. D — D =SDS™, takie, ze maja
one postac klatkowq

Db 0 ... O
5| 0 D,
0 .. 0 D

gdzie na przekqtnej mamy niezerowe macierze o Wymiarze mniejszym niz
wymlar D, a poza przekatng same zera. Suma wymlarow macierzy

Dl, D D jest, oczywiscie, rowna wymiarowi D. Mowimy wowczas, ze
reprezentaCJa D, azatemi D, sa redukowalne lub przywiedlne, bowiem
kazdy ze zbioréwD. i=12,...k sam tworzy reprezentacje grupy G.
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o Jesli wszystkich macierzy reprezentacji D nie mozna za pomocg jedne;j
macierzy S sprowadzi¢ do postaci klatkowej, méwimy, ze reprezentacja D
jest nieredukowalna lub nieprzywiedIna.

e Reprezentacja grupy SU(N) o wymiarze N x N nazywania jest
fundamentalng, bowiem macierze o tym wymiarze wlasnie definiujg grupeg.
Jest to reprezentacja 0 najmniejszym wymiarze.

e Znajdowanie reprezentacji o wyzszych wymiarach polega na znalezieniu
zbioru generatorow spetniajgcych relacje komutacyjne zadane przez state
struktury.

e Wazng nieredukowalng reprezentacja grupy SU(N) 0 wymiarze
(N?-1)x(N?®-1) jest reprezentacja dotaczona, ktorej generatorami sg state

struktury wg. przepisu 1™ = —if ™,

e Latwo znalez¢ reprezentacj¢ dotagczong grupy SU(2), w ktorej stale struktury
tworza tensor catkowicie antysymetryczny. Trzy generatory okreslone
formulg 1™ =-ie'™ znajdujemy jako

00 0 0 0 i 0 -i 0
,=[0 0 —i| 1,={0 0 0| 1,=|i 0 0]
0i 0 i 00 0 0 0

Latwo sprawdzi¢, ze generatory 1,,1,, 1, spetniajg relacje komutacyjne
definiujace grupe SU(2). Znaleziona reprezentacja dotgczona rdzni si¢ od
reprezentacji 0 wymiarze 3x3, ktorg stosuje si¢ zwykle dla czastek

0 jednostkowym spinie.

e W fizyce czgsto mamy do czynienia z sytuacjg opisywang matematycznie
jako iloczyn zewnetrzny reprezentacji. Rozwazmy dla przyktadu uktad
dwoch nukleonéw. Stan izotopowy jednego nukleonu opisuje wektor
dwusktadnikowy. Poniewaz para nukleonéw moze wystepowac czterech
stanach izotopowych (p, p), (p,n), (n, p), (n,n), jej opis realizujemy za
pomoca wektora czterosktadnikowego. Rotacj¢ nukleonu w przestrzeni
izospinu wykujemy za pomocg macierzy 2x 2, natomiast do rotacji pary
nukleonow potrzebujemy macierzy 4 x4 . Mowimy, ze nukleon nalezy do
dwuwymiarowej reprezentacji izotopowej symetrii SU(2), natomiast para
nukleonow do czterowymiarowej, bedacej iloczynem zewnetrznym dwaéch
reprezentacji dwuwymiarowych, co zapisujemy jako 2&®2=4,
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e Czterowymiarowa reprezentacja grupy SU(2) jest redukowalna, a wiec kazda
macierz U € SU(2) mozna sprowadzi¢ do postaci

1 0 0 0

11 12 13

|0 UG U Ug

4) = 21 22 23
0 Uug Uz Ug |

0 ug Uy Ug
gdzie ug, s3 elementami macierzy U , tworzacych trojwymiarowa reprezentacje
grupy SU(2). Zaistnialg sytuacj¢ zapisujemy jako

2®2=1®3

1 méwimy, ze czterowymiarowa reprezentacja rozpada si¢ na reprezentacje
jednowymiarowg 1 trojwymiarowa.

e Fizyczny sens redukowania si¢ reprezentacji czterowymiarowej, bedacej
iloczynem reprezentacji dwuwymiarowych, na reprezentacje
jednowymiarow3 1 trojwymiarowa jest taki, ze para nukleondw wystepuje
W stanie o izospinie 0 lub 1. Je$li | =0, to I; =0 i mamy jeden stan, czyli
singlet. Natomiast gdy | =1,to I; =-1, 0,1, mozliwe sg trzy stany tworzace
tryplet. Do singletu odnosi si¢ reprezentacja jednowymiarowa, a do trypletu
trojwymiarowa.

e Na koniec podamy dwa twierdzenia dotyczace reprezentacji grupy SU(3):
3®3=1®8,
3®3®3=108®8®10,

gdzie 3 odpowiada reprezentacji fundamentalnej o wymiarze macierzy 3x3,

a 3 odnosi si¢ do reprezentacji sprzezonej do fundamentalnej. Powyzsze
twierdzenia lezg u podstaw modelu kwarkowego hadronow.



