Wvyklad 11 Mechanika kwantowa

Podstawy mechaniki kwantowej

Funkcja falowa

Klasyczny opis punktu materialnego - czastki - polega na okresleniu jej
trajektorii - funkcji r(t); opis kwantowy wymaga podania funkcji potozenia
i czasu o warto$ciach zespolonych tzw. funkcji falowej w (t,r).

Zasada superpozyciji

Klasyczna czgstka moze si¢ porusza¢ zwykle w danym uktadzie po r6znych
trajektoriach r,(t),r,(t),r,(t),..., jednak faktyczny ruch odbywa si¢ tylko po jedne;j
Znich. Je$li natomiast mozliwe sg rozne stany kwantowe danej czastki
opisywane przez w,(t,r),w,(t,r),w,(tr),...., to zgodnie z zasada superpozycji
mozliwy jest rowniez stan czgstki bedacy superpozycja tych stanow opisywany
funkcja  w(t,r)=cy, (t,r)+c,w,(t,r)+cw,(t,r)+...., Qgdzie c,c,.C,... S3
wspotczynnikami liczbowymi.

Zasada superpozycji jest automatycznie spelniona poprzez postulat, ze
funkcje falowe (stany) danej czgstki tworza przestrzen wektorowa nad ciatem
liczb zespolonych zwang przestrzenia stanow.

Dygresja matematyczna - przestrzen wektorowa

Przestrzen wektorowa V nad ciatem liczbowym K to zbior (jego elementy nazywa si¢
wektorami), w ktorym okreslone jest dodawanie wektoréw i mnozenie ich przez liczbg.
Wektory tworza grupe przemienng (abelowa) ze wzgledu na dodawanie tzn.

Yy, v, ws eV (v, +w,)+v, =y, + (v, +y;) - facznos¢ dodawania

0eV VyeV (y+0)=w=(0+y) - istnienie wektora zerowego

VyeV Jy'eV yw+y'=y'+y =0, y'=-w -istnienie wektora przeciwnego do danego
Yy, v, eV w, +yv, =y, +y, - przemiennos¢ dodawania

Mnozenie wektora przez liczbe spetnia za$ warunki:

VaeK Yy, w, eV aly, +vy,)=ay, +ay, - liniowos¢ mnozenia

Va,beK VyeV (a+b)y=ay+by

Va,beK Vy eV a(by)=(ab)y

leKVyeV ly=y
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Interpretacja Borna® funkcji falowej

Funkcja falowa nie ma bezposredniej interpretacji, natomiast kwadrat
modutu funkcji falowe;j |a//(t,r)|2ma interpretacje gestosci prawdopodobienstwa

znalezienia czastki w punkcie I w momencie czasu t, czyli |y (t,r)"d’r jest

prawdopodobienstwem znalezienia czastki w infinitezymalnie matej objgtosci
d°r wokoét punktu r w momencie czasu t.

Poniewaz prawdopodobienstwo znalezienia czgstki gdziekolwiek jest
rowne jednosci wigc

[d°rw () =1

Funkcije falowe sa unormowane do jednosci.

lloczyn skalarny funkcji falowych

W.9)=[d°ry (L) e(t.r)

v, w)= jd3ry/*(t, Ny(t,r) = J'dsr l(t,r)|" - kwadrat dtugos¢ dtugosci wektora

Jesli (v,p)=0, to méwimy, ze v | ¢sa do siebie ortogonalne.

Dygresja matematyczna - iloczyn skalarny

Iloczyn skalarny do odwzorowanie V xV — K spetniajgce whasnosci

1) Vynvows eV (ww, +vs) =W w,) + (v ws),

2) VaeK Vy,y, eV (y,ay,)=aly.y,),

3) Yw,w, eV (v,v,)=,.w),

4) VyeV yy)20 A yy)=0 < y=0.

1)+2)+3) Vy,y,wseV VabeK (ay,+by, y;)=a"(y,w,)+b"(v,.vs)
3) VweV (y.w)=(.w) eR

Obserwable

Mierzalnym wielkosciom fizycznym - obserwablom - odpowiadaja
hermitowskie operatory liniowe dziatajace w przestrzeni stanow.

Dygresja matematyczna - hermitowski operator liniowy

Operator A jest liniowy, jesli
Vi, eV A(V/l +y,) = A‘//l + A'//21
Vy eV veeK A(y)=cAy.

Operator A jest hermitowski, jesli Yy, eV (y, Al//z) = (Al//l,l/lz) .

! Max Born 1882-1970



Wvyklad 11 cd. Mechanika kwantowa

Dygresja matematyczna - wektory wlasne i wartosci wlasne operatora

Jesli Jwy eV y #0 JaeK

Ay =ay

to w nazywamy wektorem wiasnym operatora A aa warto$cig wlasng operatora A.

Dyqgresja matematyczna - wektory i wartosci wlasne operatora hermitowskiego

1) Wartosci wilasne operatora hermitowskiego sg rzeczywiste
Dowod Niech y bedzie wektorem wlasnym operatora hermitowskiego A, wtedy
1) (v.Ay)=W.ay)=a(y.y),
2) (v,Aw)=(Ay,p)=(ay,y)=a (y,w) - korzystam z faktu, ze A jest hermitowski
1)+2) a=a° = aeR.

2) Wektory wilasne operatora hermitowskiego odpowiadajgce roznym warto§ciom wilasnym
sa wzajemnie ortogonalne.

Dowod Niech y,, 7, beda wektorami wlasnymi operatora hermitowskiego

A odpowiadajacymi warto$ciom wlasnym a,,a, przy czym a, =a,. Wtedy
1) (v, A‘//2) =(ynaw,)=2a,(y.v,)

2) (w1, Aw,) = (Apyw,) = (A v,) = (v, w))
D+2) a,yv.)=ay,) = (W.y,)=0.

3) Wektory wilasne operatora hermitowskiego tworzg bazg ortogonalng przestrzeni
wektorowe;j.

Dygresja matematyczna - baza i baza ortogonalna, liniowa niezaleznos¢ wektorow

Baza przestrzeni wektorowej nazywamy maksymalnie liczny zbioér wektoréw liniowo
niezaleznych {¢l,¢2,¢3,...}, ktory rozpina calg przestrzen tzn. kazdy wektor y nalezacy do

tej przestrzeni moze by¢ zapisany jako kombinacja liniowa wektoréw bazowych czyli
W =C,@, +C,p, +Cp, +..., gdzie ¢,,C,,C,,... sa wspotczynnikami liczbowymi.

Wektory nalezace do danego zbioru {1//1, Wy Wa,.. } nazywamy liniowo niezaleznymi, jesli
zadnego z nich nie da si¢ przedstawi¢ jako kombinacja liniowa pozostatych.

Baze {(pl,goz,%,...} nazywamy ortogonalng, jesli (¢;,¢;)=0dlai= j.

= .
Baze {p,,0,,0,,...; Nazywamy ortonormalna, jesli (¢,,¢,) =5" = {O : Jj , czyli wektory
#

bazy sa wzajemnie ortogonalne i maja jednostkowa dtugos¢ (¢, @.) =1.
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Operator pedu

. (o & o . . .
P =—ihV =—ih| —,—,— |; t du jest hermitowski
p=-i i (ax Y azJ operator pedu je

Dowdd

A * A - * a
(2, B,v72) = [ ATy (L) P (L) =—ih [ dxdydzys (6r) — v, (LT)
catkujac przez czgsci mamy

—ihjclxolyolzl//;*(t,r)ﬁw2 (t,r)= —thdydzwf(t,r)l//z(t,r)r: |hjdxdydz( v, (t, r))z//z(t r)
OX X=—

=0

:Idxdydz(—ih%m (t,r))*W2 tr)=(Pw1,v,)

Czyli (v, pw,) = (Pw,.v,) . Wyraz brzegowy znika, gdyz zaktadamy, ze funkcja
falowa znika w nieskofnczonosci, czego wymaga warunek unormowania funkcji
falowej.

Funkcije wlasne operatora pedu
Po(r)=pep(r) = —iVe(r)=pe(r)

op(r) 1

—in =p,p(r) = or)~e”
OX

Pyy

~in%20 _p o) = pr)~e'
oy

pZ

~in%?0 _p o) = pr)-e'
L oz

XY P2 X+ Py Y+ P,Z pr
p(r)=Ae "e"e”" =Ae 7 =Ae " - falaptaska

A- stata normalizacyjna

Widmo operatora

Widmem operatora nazywamy zbior jego wartosci wlasnych. Widmo moze by¢
dyskretne, gdy wartosci witasne numerowane sg liczbami naturalnymi, lub
ciagte, gdy wartosci wlasne numerowane sg liczbami rzeczywistymi.

Réwnanie na wektory 1 warto$ci wilasne operatora pgdu ma postaé
Pe,(r) =pg,(r), gdzie warto$¢ wlasna p=(p,,p,.p,) nalezy do R® i w sposob
ciagly przebiega ten zbior. Jest wigc to przypadek widma cigglego.
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Normalizacja fal ptaskich

PO o =)o ) = A

g (r)=~Ae "
Jd°rw ) =]d°r [A" =|A"[d°r =|A’V =1
V - objetos¢ makroskopowego ,,pudetka”, w ktérym normalizujemy funkcje

falowa. Zaktadajac, ze AcR mamy A:i 1 ostatecznie fale ptaska zapisujemy

W

1
¢5(r):::ﬁ7=e ’

jako

Czastka falg
Rozwazmy p = (p,,0,0), wtedy fala ptaska ma postac¢

@,(r) = %e.p’zx = %(cos(%) +isin (%D _

Fala ptaska jako funkcja X jest okresowa z okresem odpowiadajagcym dlugosci

fali 1, ktorg znajdujemy z warunku %ﬂ =2r.Stad A= 2;;?1 _n , CO zgadza si¢ z

X X

hipoteza de Broglie’a.

Lokalizacja w przestrzeni i pedzie - zasada nieoznaczonosci

Fali ptaskiej (Dp(r) odpowiada S$cisle okreslony ped p, wiec czastka jest

doskonale  zlokalizowana w  przestrzeni pgdu. Natomiast  gestos¢
prawdopodobienstwa znalezienie czastki w danym punkcie r wynosi

2, (r)‘2 :\%, wiec czgstka moze z tym samym prawdopodobienstwem znajdowaé

w dowolnym miejscu - jest calkowicie zdelokalizowana. Taka sytuacja jest

konsekwencja zasady nieoznaczono$ci wymagajaca, aby AxAp, _g. Poniewaz

Ap, =0 wigC Ax=c0.



