Wyklad IX Mechanika kwantowa

Moment pedu

Operator momentu pgdu definiujemy jako

L=rxp=—ihrxVv

wiec sktadowe L we wspotrzednych kartezjanskich réwne sa
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Podobnie znajdujemy [L,,L =ik L, oraz [L,L]=ihL,, co ogllnie zapisujemy

(L.L1=ihe,L,, i jk=xy2

Poniewaz poszczegdlne sktadowe operatora momentu L pedu nie komutuja ze
soba, nie maja wigc tych samych funkcji wlasnych, nie moga by¢ jednoczesnie
znane.

Wprowadzamy operator L’ =L + L + L i obliczamy komutator

(02,01 =[02+ 22+ 22, L) = (12, L)+ 12, £ ) +182, 0.1 = (P20, - £.22 )+ (£, - £.22).

=0
Poniewaz L L =L L +[L,L]=L L —ihL , mamy
(2, 0)=00, - L2 =00 E 102 =0 (L0, —inl,)- L0 ==in(i 2, + L1,

Natomiast L L =L L +[L,L]=L L +ihL , co daje
[2,00=PL, ~L 2 =L.L.E L2 =L (L0, +ink,)~L02 =in(i.L, + L 1.).

Ostatecznie znajdujemy [L’,Z,]1=0. Podobnie wyliczamy [L*,L 1=[L",L ]1=0

[(2,L1=0, i=x,y.z
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Funkcje wlasne moment pedu

Poniewaz operator I? komutuje ze skladowymi operatora L, wiec operator I
i, powiedzmy, L. maja wspdlny zbidr funkcji wiasnych.

Wprowadzamy wspdétrzedne sferyczne (r,6,¢)

r=qx*+y +7°

x=rsinf@cos @
Z oo
cos@—ﬁ y=rsinfsing 0 /)r
Y z=rcosf
X —
Cos P =—— 5 2 Y
X +y

A

We wspétrzednych sferycznych sktadowe momentu pedu wrazaja sig:

ix = ih[sin (p% +ctgfcos ¢%J

lA,y = —ih(COS ¢aa—0 —ctgfsin (D%J
i:qmi
Z Y

Najtatwiej znalez¢ funkcje whasne I =—ind/d¢ okreslone réwnaniem
., 0
- zha—CID((o) =LP(p),
4

gdzie L. jest warto$cia wlasng L_, a ®(¢) funkcja wlasna, ktéra natychmiast
L.g

znajdujemy jako ®(@)=Ce " . Nalezy pamigtaé, ze ¢ jest katem azymutalnym,
wigc musi zachodzi¢ ®(¢)=®(¢+27x). Sprawia to, ze

L =hm, m=+1+2,+3, .
A zatem
1.
P (p)=—F—e"?,
4 N2

2r

gdzie stata normalizacyjna C zostala tak wybrana, ze J'dgo|<l>((p)|2 =1.
0
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Rachunek pokazuje, ze

—sin

2
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réwnanie na funkcje wlasne operatora I? ma posta¢

Lo ,0, 1 @
-n’ —sinf— Y(60,9) =LY (6,9),
(smeaesm 96 " sin Zeagoj( P=LT1E.9)

gdzie L7 jest warto$cia wlasng operatora I’ odpowiadajaca funkcji wlasnej
Y(6,9). Poniewaz I i [, komutuja i dzieki temu maja wspdlny zbidr funkcji
wlasnych, wigc przyjmujemy Y(8,9) =0(8)®, (¢). Po podstawieniu do ostatniego
rOwnania mamy

0 0 1 9
9—@ 6)-h*06 —P L’'O&)d ,
P, (@) neaesm (6)—n"6( ) 208¢2 (@) =L'00)D, (¢
co daje
2 2
1 dhed_m L Lgw =0,
sin@ dé df@ sin 9 h

Wprowadzajac zmienng z=cosé oraz A=L’/A" i P(z)=0®(8), rOwnanie

przybiera postac
I

sin @ 66’ 0z

d . d m’
La-HL- AlP(z)=0,
(dz( Z)dz 1 z ¥ J @)

—Z

gdzie ze[-1,1]. Rdwnanie ma rozwiazanie skonczone dla z =+1 tylko wtedy,
gdy A=I(+1), przy czym [=0,1,2,3,... ROwnanie

d ) d m* |m]
La-7H5- +I(+1) |P"(z) =0,
(dz( Z)dZ — ( )jl (2)

jest réwnaniem na stowarzyszone funkcje Legendre’a' P" (z) wyrazajace si¢

poprzez wielomiany Legendre’a P(z) nastgpujaco:

a! 1 d'

|m] _ 1 2y\Iml2 A RN
B (z)=(1-2") P B(z2), P(2)= e -0, |m<t.
P(2)=1 Pl(2)=N1-2°
B(z)=z P’(2)=P(2) P/ (z)=3zV1-7°
P(=22—1 B @=30-29
2 2

! Adrien-Marie Legendre 1752 — 1833
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Podsumowujac

LY, (6,¢) = ’I(L+1)Y, (8,9), [=0,1,23,...

LY, (8,9)=hmY, (0,9), m=—1,—(~1),.,-1,0,1,....,[ 1,1

Funkcje Y, (6,¢) nazywane harmonikami sferycznymi wyrazaja si¢ wzorem

QLD =|m)! .
Y (0,9)=¢ |————L1p 6)e™?,
w(©.9) \dr+p) (cosEhe

gdzie e=(-D)"dlam>01 =1 dla m<0. Wspétczynnik normalizacyjny jest
tak wybrany, ze

Y, (8,0) =1.

Y, (0.9) = zfdgof dBsin 6

0 0

jdzg

Harmoniki sferyczne tworza zbiér funkcji ortonormalnych tzn.

j d*Qy’

(0’ ¢)Y1'm'(0, ¢) = 5”'5"1171' )

Im

Pierwszych kilka harmonik wyraza si¢ nastgpujaco:

1

Yoo(afo):ﬁ Y,,(6,9) = > (3cos’ 6 1)

167

Y,,(6,9) =, /% cos@ Y, (6,p) = ﬁ/% sin@cos@e*"?
-3 tip 15 ., £2ip
Y, (6,9)=+ gsmﬁe Y,,,(0,9)= Esm Oe



