Wryklad XIII Mechanika kwantowa

Rachunek zaburzen dla stanow zdegenerowanych

Tak jak poprzednio poszukujemy rozwigzania rOwnania
Hp=Egp,
znajac Sciste rozwigzania réwnania o zblizonym hamiltonianie H, . Teraz
jednak stan niezaburzony jest zdegenerowany. Przyjmujemy, ze mamy »n stanéw

opisywanych funkcjami falowymi (0(10),(p(20),... ®o,, o energii Eg.

Hamiltonian H i poszukiwane funkcje wtasne @ przestawiamy w postaci

A

— 2 i i .
H=Hg,+H,, @ =@ +@,, i=12,....n

Stany niezaburzone® ,, sa zdegenerowane. Zaburzenie moze spowodowaé

usunigcie degeneracji, woéwczas zaburzone energie odpowiadajace réZnym
stanom begda rézne. Stany zaburzone ¢', moga réwniez pozostaé

zdegenerowane, tzn. poprawki do energii beda takie same dla wszystkich
standw. Mozliwy jest takze sytuacja posrednia — zaburzenie usuwa degeneracj¢
czeSciowo.

Zaktadamy, jak poprzednio, ze H, jest duzo mniejsze niz H g, (/)(il) jest
duzo mniejsze niz @/, oraz Ej, jest duzo mniejsze od E, .
7z . z . r . . rl
Réwnanie, ktére chcemy rozwiazaé, przyjmuje postaé

(H o+t Hg )(@im +9, ) = (E<0) +Ey, )(4050) + 9 )
Pamigtajac, ze H (O)(p{O) = E(O)q)fo) 1 pomijajac wyrazy ,kwadratowo malte”
dostajemy
H @+ H @0, = E 0Py + Ey Pl -
Funkcje tworzace lewa i prawa strong rOwnania mnozymy teraz skalarnie przez
funkcje (0({)) 1 dostajemy
((”({» H @, + Hoy 9 ): (40({)) E 0@l + Ey Pl ) :

Pamigtajac, ze iloczyn skalarny jest linowy w drugim argumencie mamy

((0(16) ’ FI(O)¢(il) )+ ((0(16) 4 FI([)¢(iO) ): (¢(16) 4 E(0)¢(il) )+ ((0(16) ’ E(il)(o(i()) )

! Nie stosujemy tutaj konwencji sumacyjnej, czyli reguty sumowania po powtarzajacych sig indeksach.
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Prawa strong rOwnania zapisujemy jako

(0 Eoy i )+ (@, EL @l )= By 00, 001 )+ B (00, 0.

Poniewaz operator H (0, jest hermitowski, wige

((0(/0), H(O)(D(il) ): (H(0>¢({)>’ fo(in ): E) ((0(/;))’ (0(51))-
Uwzgledniajac jeszcze, ze funkcje falowe (0[0) sa unormowane 1 wzajemnie

ortogonalne tzn. ((p(io), (p({)))= 87, otrzymujemy

E(O) (¢(](')) ’ ¢(il) )+ (¢(](')) ’ H(l)¢(iO) )= E(O) (¢(%) ’ w(il) )+ E(il)dij .
Rownanie na poprawki do energii niezaburzonej przyjmuje postac.
((p({)) H @, )_ E,6" =0,
Widzimy, Ze jesli i # j, mamy
((p(’5) ’ H(l)(/’(im ): 0.

Czyli wyprowadzone rOwnanie ma sens tylko wtedy, gdy niediagonalne wyrazy

macierzy ((/)({)>,I:I (1)(P(io>) znikajq tzn. ((/)({)),I'AI (1)(P(io>)=0 dla i = j. Wowczas

E(il) = (¢(i0)’1f1(1)¢(50>) .

OtrzymaliSmy wigc wyrazenie bardzo zblizone do formuly odpowiadajace;j
przypadkowi stanéw niezdegenerowanych. Bardzo podobnie tez znajdujemy
poprawki do funkcji falowych. Warto tez podkresli¢, ze warunek
((0({)),161 (1)(050)):0 dla i # j nie rozstrzyga, czy zaburzenie usuwa degeneracj¢ czy

nie.

Efekt skonczonych rozmiarow jadra

Obliczymy teraz przesunigcia wzbudzonych pozioméw atomu wodoru,
ktore, jak wiadomo, sa zdegenerowane. Wyprowadzony poprzednio
Hamiltonian zaburzajacy rowny jest

37 1R
Hy,=-eY2R 2R’ r’ ’
0, r>R
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Rozwazmy n-ty poziom, ktéry zdegenerowany jest n° krotnie ze wzgledu
na liczby kwantowe [ i m. Wyprowadzony wzor na poprawke do energii ma

zastosowanie, jesli ( ) im» H (1)(p,,,vm.)=0 dla [#!' lub m#m'. Poniewaz ﬁ(l) zalezy

tylko od zmiennej radialnej, wigc ortogonalno$¢ harmonik sferycznych
gwarantuje spelnienie tego warunku. A zatem poprawke do energii stanu (n,l,m)
obliczamy ze wzoru

E(nll)m = (¢nlm > H(1)¢nlm ) = Id3r ¢;lm (F)H(1)¢nlm (’_;) .
Przedstawiajac funkcje falowa atomu wodoru w postaci
¢nlm (7", 0’ ¢) = Rnl (i") Ylm (9’ ¢) ’

mamy

Ey' = [d*QY, (6,0)Y,,(0,9) [dr R, () H R, (1),
0

Poniewaz harmoniki sferyczne sa unormowane tzn. J.d Q Y,,*,, 0,9)7,,0.9)=1,

znajdujemy

Enl

i =[dr R, (NH R, (r).
0

Poprawka nie zalezy od liczby kwantowej m, wigc zburzenie spowodowane
skonczonymi rozmiarami jadra atomowego nie powoduje usuni¢cia degeneracji
poziomoOw atomu ze wzgledu na liczbg kwantowa m.

Efekt Zeemana

Przyjmujac, jak poprzednio, ze pole magnetyczne jest jednorodne
1 skierowane wzdtuz osi z, hamiltonian zaburzajacy ma postac
~ eB lf:

n = z°
@ 2m,c

Warunek (,,,m,ﬁ(l)(ﬂnlv,nv):() dla /#0' lub m=m' speliony jest trywialnie,

bowiem ¢, . jest funkcja wlasna L. (z warto$cia wtasna m'n). A zatem

eB [ =
% ((Dnlm 5 Lz¢nl'm' ): 2m c

e e

((”nzm’ I:I(l)(”nz'm' ): m'ho" o .
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Poprawkg do energii znajdujemy jako

(@ £y ) = 22—

nim 3 eB
E(ll) = (¢nlm’ H(l)¢nlm ) =5 m e

2m.c

e

Widzimy, ze poprawka zalezy tylko od liczby kwantowej m, wigc efekt
Zeemana usuwa degeneracje ze wzgledu na liczb¢ kwantowa m, pozostawiajac
degeneracje ze wzgledu na liczbg kwantowa .

Efekt Starka

Przyjmujac, jak poprzednio, ze pole elektryczne jest jednorodne
1 skierowane wzdtuz osi z, hamiltonian zaburzajacy ma postac

=eEz.

A

H(l)

Obliczamy
(¢nlm ’ ﬁ(l)¢nl'm' ) :_[ d3r ¢;lm (F)ﬁ(l)¢nl'm' (’_;) = eEJ‘ d3r Z ¢;lm (’_;)¢nl'm' (’_;) .

Przedstawiajac funkcje falowa w postaci ¢, (r,0,¢)=R ,(r)Y, (6,9) 1

m

pamigtajac, ze z=rcosf, znajdujemy
(¢nlm H ﬁ(l)¢nl'm' ) = eEI dZQ Cos 9 Yl;‘l (0’ ¢) Yl'm' (9’ ¢) I d}" rSRnl (r)Rnl' (r) .
0

Jak widzimy, w ogolnosci
(@s By Purne) 20 dlla 1% Tub 2,

wig¢c wyprowadzone formuly na poprawke do energii nie stosuja si¢ do efektu
Starka.
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Przypadek: (¢).# ¢} )#0.

Fakt, ze (go(fo) JH 00, );t 0, jest sygnalem, rachunek zaburzen prowadzimy
dla niewlasciwie wybranych stanéw zdegenerowanych. Nalezy pamigtac, ze
M Z 1 2 n . . . 4 .
zamiast standw @), @ y),--- P, © energii E, mozemy rozwaza¢ ich

n
k b. . 1~ : ~1 ~ 2 S n d ~i — Z a/ ]
ombinacje liniowe tzn. stany @, @ ),--- @, dane wzorem @, i Doy
j=1
(a/ sa wspoélczynnikami liczbowymi), ktére réwniez maja energi¢ E, . Jesli
zaburzenie usuwa degeneracj¢, to zaburzone stany niezdegenerowane moga
odpowiada¢ kombinacji liniowej niezaburzonych stanéw zdegenerowanych.
, . . . ~1 ~2 ~ .
Rachunek zaburzen wigc prowadzimy dla stanéw @, @)»--- P, 1 sam
rachunek zdeterminuje warto$ci wspotczynnikow «; .

Tak zatem poszukujemy rozwiazania rOwnania
Hp=Ep,

znajac Scisle rozwigzania réwnania o zblizonym hamiltonianie H . Stan

A

niezaburzony jest zdegenerowany. Przyjmujemy, ze mamy n stanéw

opisywanych funkcjami falowymi @, .3, .--- @0, o energii E,. Hamiltonian

H i poszukiwane funkcje wtasne ¢ przestawiamy w postaci

A

H=H,+H,, ¢=¢,+¢, i=12,...n
Zaktadamy, jak poprzednio, ze H @ jest duzo mniejsze niz 1:1(0) , (o(il) jest
duzo mniejsze niz @y, oraz Ej, jest duzo mniejsze od E,.
Réwnanie, ktére chcemy rozwiazac, przyjmuje postac

(1:1(0) + I:I(l) X@(io) + ¢(il) ) = (E(O) + E(il) Xé(io) + ¢(i1) ) :

Pamigtajac, ze ﬁ(o)@io) =E,@, 1 pomijajac wyrazy ,kwadratowo mate”
dostajemy

i =i

H @+ H P, = E @) + EiPo) -
Funkcje tworzace lewa i prawa strong réwnania mnozymy teraz skalarnie przez
funkcje (p({)) 1 dostajemy

i~

((p(lm H @+ H @ ): ((/’<j<>> E 0@+ E, P, )
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Pamigtajac, ze iloczyn skalarny jest linowy w drugim argumencie, mamy

((”(]6) H o9, )+ ((”(]6) H P ): (?(jb) E 00 )+ ((”({)) E(\ o, )
Prawa strong rdwnania zapisujemy jako

((/’</6> E 0@ )+ ((p(’;)) E0 @ )= E, ((/’</6> 0 )+ E, (¢</6> B, ).
Poniewaz operator 1:1(0) jest hermitowski, wigc

(Wé) H 9 ): (I:I 0Py Pl ): E, (Wé) .l ) :
Dostajemy zatem
(Wé) H 8, ) E, (¢<0) Bl )

Zakladajac, ze funkcje falowe @/, sa unormowane i wzajemnie ortogonalne,

tzn. (¢)(i0),¢)(’6))= 6", obliczamy (go({)),gb("o)) oraz (¢(’§),I:I (1)@(i0)):

(¢(0)v ¢(0)) ((0(0) ) Z a; (0(0)) = Z aik ((0({))7 ¢(kO) ) = Z aiké‘jk = aij ,
k=1 k=1
(i F Pl )= (c%), (DZa %] =>(gh A0 Jor

k=1

Po wprowadzeniu oznaczenia W = (W;)),ﬁ (1)¢(ko)) dostajemy
n
> What —Ejaf =0 |
co mozna przepisa¢ w postaci
n
> W*—E 6")af =0

Przy okreSlonym i, jest to jednorodne réwnanie na n wspétczynnikéw o,
k=1,2,...n. ROwnanie jednorodne AX =0, gdzie A jest macierza a X szukanym
wektorem, ma rozwigzanie, jesli detA=0. A zatem réwnanie na poprawki do
energii £, przybiera postaé

det(W - E,1)=0

ey

gdzie I jest macierza jednostkowa.
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Efekt Starka dla pierwszego stanu wzbudzonego atomu wodoru

Przyjmujac, jak poprzednio, ze pole elektryczne jest jednorodne
1 skierowane wzdtuz osi z, hamiltonian zaburzajacy ma postac

H, =eEz.

Funkcje falowe niezaburzonego pierwszego stanu wzbudzonego atomu wodoru
maja zwykla posta¢ ¢, (r,0,9)=R ,(r)Y, (6,9), przy czym

m

1

Yy (0, 9) =——
\Nar
Ry (r) = ——— [2 - Lje”;ﬁ 3
* \2'a;, dg Y,,(6,9) = - cos @

1 r 223
v2'ay V3a, Y., (6,9) 211/81 sin @e™?
T

Obliczamy teraz ( i > H (1)(p2,,m,), pamigtajac, ze z=rcosd. Wprowadzamy

R, (r)=

A

oznaczenia: @, = Qo O, =@y O3 =0y, @, =@, oraz W' = ((pi,H(l)(pj).
Poniewaz H ;) nie zalezy od kata azymutalnego, wiec ortogonalono$¢ funkcji
O, O @5, @, ze wzgledu na liczbg m sprawia, ze
W2 =W =W =W =WP =W =W =w2 =w* =w® =0
Latwo tez zauwazyé, ze znikaja wszystkie diagonalne wyrazy macierzy W"
Wll :W22 :W33 :W44 — O

bowiem

jdecose:jdecos ¢9sin2¢9=_[d¢900s3¢9=0_
0 0 0

Jedyne nieznikajace wyrazy macierzy W” to Wi W*' przy czym W" =w?'
poniewaz funkcje @, @; sarzeczywiste. Obliczamy

W' = eE[d’Qcos 0y (8,9)Y,(6,9) [ dr r*Ryy ()R, (r)
0

2z T oo
:eE—3 J.d("_..d@sinecos2 6 ! drrt| 2—L |er'es =—-3¢Ea, .
dr o %

2’ \/gag 0 ag
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Réwnanie na zaburzenia energii ma postac

-E, 0 WwW® 0 E -

0 -E, 0 0 @ ( 2 13 2)( 2
Wl 0 E 0 =/ 0 —Eg 0 |(=E)=\(E;) —W7) NEy)" =0.
o w3 0 -E

0 0 0 -E, @

Rozwiazaniami sa E, =0 oraz E, =*W" =F3eEa,. A zatem, pierwszy

4
poziom wzbudzony atomu wodoru o energii E, = —%, gdzie Ry= n;hez jest stala

Rydberga, rozszczepia si¢ w polu elektrycznym na trzy poziomy E, —3e¢Ea,, E,
oraz E,+3eEa, . Poziomowi E, odpowiada kombinacja liniowa stanéw

O, =0, 1 @, =@, zas poziomom E, +3eEa, kombinacjaliniowa @ = @,

1 0, =0,,.



