Wyklad X1V Mechanika kwantowa

Przyblizenie quasiklasyczne (metoda WKB)!

Klasyczne réwnanie Hamiltona-Jacobiego

Rozwazamy pojedyncza czastk¢ klasyczna poruszajaca si¢ w niezaleznym
od czasu potencjale. Wowczas energia czastki E jest stata ruchu, czyli

H(r@),p(t)=E.

Poniewaz w réwnaniu Hamiltona-Jacobiego zmiennymi niezaleznymi sa
sktadowe polozenia czastki w danej chwili czasu, wigc z powyzszego rOwnania
nalezy wyeliminowa¢ zmienne pgdowe. Rozwazmy w tym celu dziatanie, czyli

S(1) = j dt'L(t") = j dr'(T(t) -V (")),

gdzie T'1 V oznaczaja energi¢ kinetyczna i potencjalng czastki. Skoro T+V = E,
wiec V = E—T i mamy

S(r) = j.dt'(ZT(t')— E)= Zj.dt'T(t')— Et.

A zatem dS =2T(t)dt — Edt . Poniewaz T = %(Xz +y° +z%), znajdujemy

dS =2T(t)dt — Edt =m ax dx + Ll dy+ gdz —Edt = p.dx+ p dy+ p.dz— Edt .
dt dt dt : :
Dostajemy wigc relacjg VS = (EE))_SE;_S?)_SJ =p 1otrzymujemy roéwnanie
x dy 0z

Hamiltona-Jacobiego H(r,VS)) = E, co zapisujemy w jawnej postaci jako

v5) +V(r)=E.
m

Czastka swobodna

Dla czastki swobodnej (V =0) mamy
(VS =2mE=p> = S=p-r+C,

gdzie C jest dowolna stala. Znajdujemy ja jako C = —Ef ze wzoru na dzialanie:
2

S=2Tt—Et= p—t —Et=p- £t — Et . Poniewaz r = Bt , ostatecznie mamy
m m m

S=p-r—-Et

! Wentzel-Kramers-Brillouin
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Rownanie Schrodingera

Rozwazmy teraz rdwnanie Schrodingera bez czasu

m

2v2
(— hz +V<r>j¢(r> - Ep(r),

przyjmujac funkcj¢ falowa w postaci ¢@(r) = e Szukajac rOwnania na
nieznang funkcj¢ S(r) obliczamy:

Vo(r)= ¢<r>%VS<r> :

. . | .
V3p(r) = Vco(r)éVS(r) + qo(r)ész(r) = —(p(r)?(VS(r))z + (p<r)%vzs<r> ,

daj '
co daje L(Vg(r))Z_isz(rHV(r):E
2m 2m

Widzimy, ze w granicy 7 — 0, dostajemy rownanie Hamiltona-Jacobiego, czyli
w tej granicy funkcja S pokrywa si¢ z klasycznym dziataniem.

Przyblizenie quasiklasyczne polega na poszukiwaniu rozwiazan rownania

: : PG : ) :
Schrodingera w postaci @(r)=e”" i traktowaniu cztonu z # réwnania
(VS()) —inV2S(r)=2m(E-V(r)),

jako niewielkie zaburzenie ruchu klasycznego, co pozwala przedstawic
funkcje S w postaci szeregu S =S, +#S, +#°S, +...

Czastka swobodna

Jak wiemy, rozwigzanie swobodnego réwnania Schrodingera z czasem, ma

i
—(Et-p-
h( pT)

| ) . . p p
posta¢ ¥ (t,r)= W@ , wiec funkcja § jest wowczas rowna klasycznemu

dziataniu.
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Rozwiazania quasiklasyczne rownania Schrodingera

Rozwazamy jednowymiarowe rownanie Schrodingera bez czasu

n* d?
(_%W + V(x)j(ﬂ(x) =Ep(x),

Ls(x)
z funkcja falowa w postaci @(x) =e” |, gdzie funkcja S(x) spetnia réwnanie

(dsm) ~in 93D (v ().
dx dx

Rozwiazania poszukujemy w postaci szeregu S =S, +AS, + 1S, +....

Rzad zerowy

W pierwszym kroku pomijamy czton zawierajacy # , co daje rGwnanie na S,
2

(Mj = 2m(E —V(x)).

dx
Jesli E>V(x), wobwczas wprowadzamy dodatnia, rzeczywista funkcje
p(x)=2m(E-V(x)) majaca sens wartosci bezwglednej klasycznego pedu.
GdyE <V(x), definiujemy dodatnia, rzeczywista funkcje 2(x)=2m(V(x)-E).
Roéwnanie na S, ma wtedy postac

ds,(x) _[tp(x), gdy E=V(x),
dx  |xiy(x), gdy E<V(x),

wigc rozwigzania zerowego rzedu rowne sa
t[dp(x), gdy E2V(),

Sp(0=1
iijdx';((x'), ody E<V(x).

Dolne granice catkowania nie sa na razie okreslone. Funkcja falowa ma posta¢

_ Aexp i%fdx'p(x')}, gdy E=V(x),
L8y(x) L

o(x)=e"

Bexp ¢%J.dx'){(x')}, gdy E<V(x),
gdzie A 1 B sa stalymi normalizacyjnymi. Warto zauwazy¢, ze w przypadku
czastki swobodnej rozwiazanie zerowego rzgdu jest rozwiazaniem Scistym, gdyz
wowczas S(x)=px 1 S"(x)=0.
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Pierwszy rzad

Réwnanie na §,, czyli pierwsza poprawke do klasycznego dziatania S,
otrzymujemy, wstawiajac S =S, +4S, do rOwnania

(dS(x)jz RNE

. e =2m(E-V(x)).

Pomijajac wyrazy zawierajace 7 w potedze wyzszej niz pierwsza, dostajemy

(dSO(x)jz 10y 450 (1) dS,(x)
dx

2
—ihd So(x)

— e =2m(E -V (x)).

dS,(x)

Poniewaz spetnione jest rtOwnanie zerowego rzedu [
dx

) =2m(E-V(x)) mamy

5 dS,(x) dS,(x) . d*S,(x)

=0.
dx dx dx’
Réwnanie pierwszego rz¢du zapisujemy w postaci
d’S,(x)
ds,(x) _ l_ dx 2
dx 2 dS,(x) ~
dx
co daje
1 dp(x) d
P gdy E2V(x), 4 .
s, i |p dax %Y _ dsw _i g P, ey B2V,
dv 20 1 dx) oy Bevn, dv 2\ v, edy E<V(x).
¥(x) dx dx

Rozwigzanie réwne jest
S () i [Inp(x)+C,, gdy E2V(x),
X)=—
: 2 |Iny(x)+C,, gdy E<V(x),

gdzie C,,C, sa dowolnymi stalymi. Zauwazajac, ze exp[—llna} =exp{lnL} €L ,
2 Val| a
funkcje falowa w pierwszym rzgdzie zapisujemy jako
A
exp| =

l

(So<x>+hsl<x)) p(x) L 7
o(x)=e" = -

B 1

Wexp —j x;((x)} ody E<V(x),

Jdx p(x >} edy E=V(x),

N‘

gdzie A 1 B sa statymi normalizacyjnymi.
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Prawdopodobienstwo znalezienia czastki

Dla rozwiazania z E >V (x) mamy
A’ A* dx A’

p(x) mv(x) m

b

(0| dx =

gdzie v(x) jest predkoscia czastki. Prawdopodobienstwo wigc znalezienia
czastki w przedziale (x,x+dx) jest proporcjonalne do czasu dr, ktéry czastka
spedza w tym przedziale, poruszajac si¢ z predkoscia v(x).

Stosowalnos¢ przyblizenia quasiklasycznego

Przyblizenie jest stosowalne, jesli w rOwnaniu

(dS(x)jz _pdPS@) _

o - 2m(E -V (x))

czton zawierajacy 7 jest faktycznie duzo mniejszy niz czton ,klasyczny”, czyli

(dS(x)T - hsz(x)

2

dx dx

dS(x) _ dSy(x)

=+p(x), co daje
I e p(x) y

Aby wyjasni€ sens tego warunku, podstawiamy

pi(x)>> h d];(x)

X

dA(x)

dx

Poniewaz dtugos¢ fali de Broglie’a 4= h_2m , dostajemy 2 >> ‘
p

A wigc przyblizenie quasiklasyczne jest stosowalne, jesli ped czastki lub
dlugos¢ fali de Broglie’a ulega podczas ruchu nieduzym zmianom.



