Wyklad XV Mechanika kwantowa

Regula kwantyzacji Bohra-Sommerfelda

Poszukujemy rozwiazan quasiklasycznych

7'y V()L)
jednowymiarowego réwnania Schrédingera bez
czasu ~ Ly rm)ﬁﬂm (x—a)
n d’
—o 5 V) |p(x) = Ep(x), \
2m dx 0 IO N

z potencjalem wigzacym przedstawionym na
rysunku.

Klasyczny ruch czastki energii E polega na
oscylacjach pomiedzy punktami a i b, zwanymi

punktami powrotu. Obszary x<a 1 b<x $3 a b
niedostgpne. Ogdlne rozwigzanie quasiklasyczne
jest postaci
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exp —.[ x;((x)] gdy b<ux,

gdzie A, B 1 C sa statymi. Nalezy okresli¢ jak rozwiazania z trzech obszaréw
,282yC” w punktach powrotu a 1 b.

Potencjat wok6t punktu powrotu zastgpujemy potencjalem liniowym
dV(x)
dx

Ux)=V(a)+

(x—a)=V(a)-F(a)(x—a),
gdzie F(a) jest sila dzialajaca w punkcie powrotu a. ROwnanie Schrodingera

z potencjatem U (x) tzn.
2

(_h_d—w(a) F(a)(x— a)j¢(x) Ep(x),
2m d

przybiera postac

(d_2+ 2mF(a)

e e (x— a)j(o(X) =0,

gdyz V(a) = E. Zauwazmy, ze p(x)=.2m(E -V (x))=+/2mF(a)(x—a) dla x>a oraz
2(x)=12m(V(x)— E) =/2mF (a)(a—x) dla x<a.
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Dokonujemy zamiany zmiennych z=a(x-a), d _did _ ai co daje
dx  dx dz dz

2
(d2+2mﬁ;(a) z] D=0
dz h o

Przyjmujac, ze & = (2mF (a)/h*)" dostajemy réwnanie

(% + zjqo(z) =0,

ktérego przyblizone rozwiazanie dla duzych wartosci |z| maja postac

A
2| |1/4 eXp[__|Z| }’ gdy z—>—eo,

o(z) = 4 )
V4
Fs1n{3z3’2+z}, gdy 7 —> oo,

gdzie A jest stala normalizacyjna.

Pamigtajac, ze z = a(x—a), znajdujemy

2 j ajdx\/m Idxw/a (x'-a) Idxp(x)

0

gdzie x>a. Gdy z<0 tzn. x<a mamy
%(—z)”2 = [dNZ =~[dzN=2 = o dv\fota—x) = [dvyo @) :%jdx';((x'),
0 0 a X X

A zatem rozwigzanie dla przypadku potencjatu liniowego zapisujemy jako

la
exp| —— | dx'y(x') |, gdy x<<a,
T p{ h] v } gdy

A 17 1
sinf — | dx'p(x")+— |, gdy a<<ux,
\p(x) L‘II g 4} =

gdzie A jest nowa stala normalizacyjna. Widzimy, Ze te rozwigzania maja taka
samg postac jak rozwiazania quasiklasyczne z tym, ze dolne granice catkowania
sa okreslone. Przyjmujemy jako postulat, ze posta¢ rozwigzan dla potencjatu
liniowego wyznacza sposOb ,zszywania” rozwiazan quasiklasycznych
w punktach powrotu. W ten sposob rozwiazania quasiklasyczne staja si¢ w pelni
okreslone.

P(x) =
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Rozwiazanie quasiklasyczne dla potencjatu przedstawionego na rysunku z
punktami powrotu a i b ma postac

1[1
exp| —— | dx'y(x") |, gdy x<a,
T p{ h] v } gdy

R N 4
sin %:[dxp(x)+z , gdy a<ux,
P(x) = - -
2 sin ljdx'p(x')+Z ody x<b
p(x) hx 4 B B
B

2y x(x)

exp{— %J.dx'){(x')}, gdy b<ux
b

Widzimy, ze wyrazenia dla a < x 1 x<b musza by¢ sobie rowne, bo odpowiadaja
temu samemu obszarowi. A zatem musi zachodzi¢ réwnos¢

X b
Asin{% j dx'p(x") +ﬂ = Bsin{% j dx'p(x") +ﬂ .

b b x
Poniewaz I dx'p(x')=+ I dx'p(x')— I dx'p(x') oraz sin(—¢)=sin(¢+7x), prawq stron¢

rownosci przeksztalcamy
|17 17 T {17 15 n
Bsi —%!;dx'p(x') + %:[dx'p(x') + Z} =B su{%:‘:dx'p(x') —%!dx'p(x') —Z + 7&}
1 otrzymujemy
Asin{ljgdx'p(x') + f} =B sin{ljidx’p(x’) - ljzd)c'p(x’) + 3—71
he 4 hY hY 4 |’

co ma posta¢ Asin(@) = Bsin(¢+ ) . Mamy dwa rodzaje rozwigzan tej rownosci:
1) A=Bia=2rn, 2) A=-B ia=2xn+rx, gdzie n=0,£1,£2,...
Widzimy wigc, ze
1°% r [(0,t2x,t4rx,... edy A=B,
— %jdx p(x)+ { gy

2 | 7,437, +57,...0dy A=—-B.
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Pamigtajac, ze warto$¢ pedu p(x) =/2m(E—-V(x)) jest nieujemna, ostatecznie
znajdujemy tzw. regute¢ kwantyzacji Bohra-Sommerfelda

gdzie n=0,1,2,... Najczesciej regute Bohra-Sommerfelda zapisuje si¢ jako

§dxp(x) = 2ﬂh(n %j = 7h, 37, 57th, ...

gdzie §dx p(x) oznacza catke po pelnym cyklu ruchu klasycznego tzn.

§dx p(x) sfdxp<x>+fdx(— p(x>)=2fdxp(x>.

Reguta kwantyzacji Bohra-Sommerfelda pojawita si¢ najpierw jako
postulat Starej teorii kwantéw w roku 1915, a dopiero pdzniej, w roku 1926
zostala wyprowadzona na gruncie mechaniki kwantowej w pracach Wentzela,
Kramersa i Brillouina przy wykorzystaniu przyblizenia quasiklasycznego.

Dygresja

Jak pamigtamy, w nieskonczenie wysokiej studni, wystepuja stany czastki
odpowiadajace catkowitej wielokrotnosci potéwek fali de Broglie’a. Mozna by
wigc oczekiwac, ze podobny sens ma reguta Bohra-Sommerfelda. Tak jednak

nie jest. Jesli ped wyrazi¢ przez dlugos¢ fali de Broglie’a p = ?, to mamy

§; dx 1 1 35
=ln+=|==,=,=, ...
A(x) 2) 222
A wigc nie wystepuja tutaj parzyste wielokrotnosci potoéwek fali. Nie moze to

jednak bardzo zaskakiwac, gdyz przyblizenie quasiklasyczne nie stosuje si¢ do
nieskonczenie wysokiej studni ze wzgledu na gwattowny skok potencjatu.
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Zastosowanie reguly Bohra-Sommerfelda

Oscylator harmoniczny

Mamy czastke o energii E, poruszajaca si¢ w potencjaleV (x) = %maﬂxz , Wigc

p(x) =2m(E -V (x)) = \/ZM(E —%ma)zxzj =manx; —x*,

, 2E

gdzie +x, sa punktami powrotu, przy czym X, = W .

Reguta Bohra-Sommerfelda orzeka, ze

Idx p(x) :ﬂh[n+%j, n=20,1,2,...

- X

Obliczamy lewa strong

deP(X)=ma)]9dx1/x§—x2 =ma))c§j-1a’t\/1—t2 =%j)‘dt 1-1° :%,

Ostatnig catk¢ wyliczamy podstawiajac ¢ =sin ¢,

/2 /2

j.dtxll—tz = Id¢cos @4/l —sin’ @ :J. d¢cosz¢:£
0 0 0

4

A wigc zgodnie z regula Bohra-Sommerfelda
1
E = ha)(n +§], n=0,1,2,...

co pokrywa si¢ ze scistym wynikiem wyprowadzonym w wykladzie VI. Trochg
to zaskakuje, gdyz mozna byto oczekiwaé, ze reguta Bohra-Sommerfelda da
doktadny wynik tylko dla duzych n, kiedy dobrze dziala przyblizenie
quasiklasyczne. Dla duzych n bowiem, dlugos¢ fali de Broglie’a jest mata
w poréwnaniu z charakterystycznym rozmiarem uktadu identyfikowanym tutaj

jako2x,. Reguta Bohra-Sommerfelda dziata wiec lepiej niz mozna sie bylo
spodziewac.
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Potencijal ..trojkatny”

Rozwazamy czastke o energii E <0, 4 T(x)
poruszajaca si¢ w potencjale pokazanym —d a R
na rysunku x

0, x<-a

a v
V(x)=yV,—=V,, —a<x<a -V,

a

0, a<x

Dla —a<x<a znajdujemy

_ — _ B M _2mV, ~
p(x)=.2m(E V(x))—\/Zm(E-FVO Voa _1/—0 Jx —|Ad

gdzie punktami powrotu sg —x, 1 x, = E;V‘) a.

0

Reguta Bohra-Sommerfelda orzeka, ze

Idx p(x) = ﬂh(n+%j, n=20,1,2,...

- X

Obliczywszy lewa strong jako

J.dx p(x) = 21/2mV0 J.dx,/xo —x = 21/2mV0 jdx\/;
—Xg a 0 a 0
3/2
_5 [2mV, gxg,z zi 2mV,( E+V, g
a 3°° 3 a V, ’
znajdujemy

3/2
i 2mV0 E+V0a :ﬂh(n+lj, n=0,1,2,...
3V a V, 2

co daje




