Wyklad XVI Mechanika kwantowa

Jednowymiarowy problem rozpraszania

Rozwazamy rozpraszanie czastek padajacych na barier¢ potencjatu
pokazana na rysunku.

Rozwigzanie réwnania Schrodingera

dla x<0 ma postac rozwigzania ! 7(x)
swobodnego, czyli v )
: "0
w(t,x) = Aexp(—%(Et + px)j,
) >
gdzie p jest pedem czastki, E =;¥ jej 0 a X
m

energia, a A stala normalizacyjna.
Przyjmujemy, ze p>0, wigc rozwigzanie z minusem odpowiada fali

poruszajacej si¢ w prawo, a rozwiazanie z plusem odpowiada fali poruszajace;j
si¢ w lewo.

Rozwiazanie dla x<0 wybieramy w postaci
o(x)= Aexp(%j +B exp(— %) ,

gdzie pierwszy czton odpowiada czastkom padajacym na barierg, drugi zas
czastkom odbitym od bariery. Pominglismy tutaj zalezno$¢ czasowa, tzn. ¢(x)
jest rozwiazaniem rownania Schrodingera bez czasu. Rozwiazanie dla x> a
odpowiadajace czastkom poruszajacym si¢ w prawo ma tylko jeden czton

p(x)=C exp(ip?xj .

Aby lepiej zrozumiec sens statych A, B i C obliczmy prad prawdopodo-
bienstwa

dy(t,x) _dy*(t,x)
X

h
St,x)=——|w*(,
&) 2im(l// %) dx d

l//(t,X)j
odpowiadajacy rozwiazaniom dla x<0 i dla x>a. Znajdujemy

o %QA|2—|BQ), x<0,
t,x)=

£|C
m

2
, a<x.
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A zatem prad prawdopodobienstwa réwny jest kwadratowi modutu stalej
normalizacyjnej razy predko$¢. Uzasadnia to zdefiniowanie wspéiczynnikéw
odbicia od bariery (R) (reflection) i przejscia przez barier¢ (T) (transmission)
jako

Aby znalez¢ wspotczynniki odbicia i przejscia, nalezy okresli¢ rozwiazanie
w obszarze 0<x<a. Jego postac zalezy od tego, czy energia czastki jest wigksza
czy mniejsza niz wysokos¢ bariery.

1) E>Vy, ox= Dexp( I; j+Fexp(—%j , k=.2m(E-V,)

2) E<V, o¢x= Dexp(); j+Fexp(—%), X=~2m(V, - E).

Musimy teraz ,,zszyé” rozwiazania w x=0 i x=a. Zadamy, aby funkcja falowa
1 jej pochodna byty ciagle. Rozwazamy kolejno przypadek 1) i 2).

1) Przypadek E >V,

Warunki zszycia maja postac

x=0, A+B=D+F, p(A-B)=k(D-F)

ika ika ipa
D +F -—|=C — |,
exp( h j Xp( h j exp( h j
ika ika ipa
k| D — |- F -—||=pC — .
( exp( h j exp( h D P exp( h J

Mamy 4 réwnania na 5 statych normalizacyjnych A,B,C,D,F , mozemy wigc
wyrazi€ stale B,C,D,F przez stala A. ROwnania zapisujemy jako

=
Il
Q

A+B=D+F,

A-B=Kp_p)
p

ika ika pa
D +F C
exp( > ) exp( > ) exp( - )
ika tka) _p ipa
D —|-F - C
exp( < ) exp( < j £ exp( > j
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Dodajac 1 odejmujac stronami réwnania 1) i 2) oraz 3) i 4) dostajemy

A:P_+kD+P_—kF’
2p 2p
B:p_—kD_'_p_-i-kF,
2p 2p

ol 5

F exp(_ lk_aj = k_—p Cexp(ﬂj
h 2k h

Z pierwszego rOwnania wyznaczamy D = 2p P (A— P 2_k F] 1 podstawiamy do
p+ p

rOwnania trzeciego. Dzielac teraz stronami rOwnanie trzecie przez czwarte

dostajemy
2p [A_p=k exp(2lk—a)=k+p )
p+k\F 2p h k—p

co daje

2p(k—p) A

F= .
(k+p)’ exp(—z”;“j—w—p)z

. ) . 2 +k . .
Teraz z pierwszego rOwnania wyznaczamy F = P L (A— P 5 Dj 1 podstawiamy
P p

do réwnania trzeciego. Dzielac stronami czwarte rOwnanie przez trzecie

dostajemy
2p (A p+k exp(_zzk_a):k—p’
p—k\D 2p h k+p

co daje
2p(k+p)

(k+p)* —(k—p)zexp(zi';"j

D= A.

Majac wyznaczone state D i F mozemy znalez¢ stosunki C/A oraz B/A. Pierwszy
z nich znajdujemy podstawiajac znalezione D i F do, odpowiednio, trzeciego lub
czwartego réwnania. Tak otrzymujemy

4 pk exp(i(k_hp)aj

(k+p)*—(k—p)’ exp(zik;j
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Stosunek B/A znajdujemy podstawiajac znalezione D i F do drugiego rownania

eclesfet]

(k+p)’—(k—p)’ eXp(2ik;j

Wspoétczynniki odbicia i przejscia przyjmuja postac

-1

cl’ Ve (ka)) B AE(E-V,) 1
T=—=|l+——"—=sin"| —|| , R=—=|1+ 5
4 HEN) A A Yo sinz(lmj
7

Zauwazmy, ze T+R=1, co wyraza zasad¢ zachowania prawdopodobienstwa —
czastka moze si¢ odbi¢ od bariery lub przez nia przejs¢. Zauwazmy tez, ze
klasycznie mielibySsmy 7 =1,R=0dla przypadku E > V;. Kwantowo
T =1,R =0wystepuje, gdy ka =0, 7, 271, 3701,... czyli pod bariera miesci sie
catkowita liczba potéwek fali de Borglie’a. Warto tez zauwazy¢, Ze granica
E —V, nie jest osobliwa. Mamy wtedy

5\ N
T=[1+20 | g1 2|
2n mV,a

2) Przypadek E <V,

Zauwazmy, ze wystarczy w koncowych wzorach zamieni¢ k na —iy, co

—4ipZexp((Z th )a) 5 (p2+}[2{1—exp(2;;ajj

(ix—p) —(Gix+p)’ exp(ﬂﬂ (ix—p)—(iy+p) exp(2’1;laj

daje

A

Wspétczynniki odbicia i przejscia rOwne sa

,ld ( Lo Smhz(k_an_l ko8| 4EV-B) 1
’ - 2 2
| | 4E(V, — E) h 4] Y sinhz(l;la)

Tak jak poprzednio mamy 7 +R=1. Zauwazmy tez, ze klasycznie mielibySmy
T =0,R=1dla przypadku E < V,. Kwantowo natomiast 7 >0, co oznacza
zachodzenie zjawiska tunelowego przejscia pod bariera.




