Wyklad XVII Mechanika kwantowa

Przekroj czynny i amplituda rozpraszania

Rozwazamy sytuacjg, kiedy wiazka
czastek pada na probke¢ materialu — tarczg 1 tory

czastek wulegaja zakrzywieniu. Definiujemy

rézniczkowy przekrdj czynny %, okreslajac

prawdopodobienstwa na jednostk¢ czasu
P(Q)dQ  zarejestrowania czastki w  kacie
brylowym dQ rozproszonej pod katem
Q=(6,9):

P@)d0 =5 122 4o
Qe

X

gdzie n jest liczba centréw rozpraszania w tarczy, a S jest strumieniem czastek

wiazki, czyli liczba czastek padajacych na
kierunku wiazki w jednostce czasu.

dl =vdt

powierzchni¢ prostopadta do

Jak pokazuje rysunek, liczba czastek dN, ktore trafiaja w

powierzchni¢ A w czasie dt, jest rtowna dN = pAvdt, gdzie
p jest gestoscia czastek, a v ich predkoscia prostopadia do

powierzchni. A poniewaz S = %c;—N , znajdujemy strumien jako
t

A

Rézniczkowy  przekrdj

powierzchni. Jesli trafi w

rozproszeniu w kat brytlowy dQ. Wielkos¢

S=pv.
do :
czynn 2 ma wymiar
ynny 10 y
nia czastka wiazki, ulega

do
o EJ-de_Q , to catkowity

przekréj] czynny réwny powierzchni, w ktéra musi trafi¢ czastka by ulec

rozproszeniu w jakikolwiek kat.

Rozwazmy klasyczne zderzenie czastek o promie-

niach a 1 b. Jak wynika z rysunku catkowity

czynny na oddzialywanie tych czastek to o=x(a+b)’,
tzn. srodek czastki, powiedzmy, o promieniu b musi
trafi¢ w powierzchni¢ o=x(a+b)’, aby doszio do

zderzenia.

przekroj

dQ
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Kwantowo-mechaniczna definicja przekroju czynnego

Problem rozpraszania rozwazamy w ukladzie centrum masy systemu
pocisk-tarcza. Poniewaz zakladamy nieobecno$¢ sit zewngtrznych, mamy do
czynienia z czastka o masie zredukowanej ukladu pocisk-tarcza poruszajacej
w potencjale reprezentujacym oddzialywanie wzajemne. Przyjmujemy, ze
czastki padajace na tarcz¢ poruszaja si¢ wzdluz osi z i postulujemy, ze funkcja
falowa czastek padajacych i rozproszonych ma na duzych odleglosciach od
tarczy przybiera nastg¢pujaca posta¢ asymptotyczna

o(r) = %{e +F(Q) e;r J

jest wektorem falowym czastki o energii £ i masie m. Czlon

gdzie k=

\N2mE
hi

ikr
ikz €

e~ odpowiada fali padajacej,

jest kulista fala rozproszona, f(Q) to

amplituda rozpraszania, V jest czynnikiem wynikajacym z ,jnormalizacji w
pudetku”. Widzimy, ze amplituda rozpraszania ma wymiar dtugosci.

Prawdopodobienstwo rozproszenia czastki na jednostke czasu w kat
brylowy dQ réwne jest

P(Q)dQ = Nn V‘gps(r)‘z r2dQ, dA = r*dQ
gdzie N 1 n sa, odpowiednio liczba czastek

padajacych 1 czastek tarczy, v jest predkoscia
1 eikr

wzgledna, @,(r)= N7 F(Q)

- czescia

funkcji falowej odpowiadajaca fali rozproszonej, a 7 °dQ powierzchnia
podstawy stozka pokazanego na rysunku. Poniewaz

do N 2 5 do
P(Q)dQ = —dQ — Q) rdQ= —dQ ;
(£2) and.Q , mamy V”V‘f( )‘ r pnv 10 czyli

do 2
0 = f(Q)|".
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Dalej bedziemy zaktada¢d, zZe, tak jak si¢ dzieje w przypadku potencjatéw
sferycznie symetrycznych, prawdopodobienstwo rozpraszania nie zalezy od kata
azymutalnego ¢. Wowczas f(Q)=f(6), a

do f ) 2 1 2
o= j dQ” =27 ! désin6|f(0) =2z jl d(cosO)|f(O)

Rozklad na fale parcjalne

Przyjmujemy, ze potencjal oddzialywania jest sferycznie symetryczny,
wigc funkcj¢ falowa mozna zapisa¢ w postaci

oo l
¢(r7 9’ ¢)) = Z chm Rl(r)Ylm(e’ ¢) .
=0 m=—1
gdzie Y,,,(6,®) to harmoniki sferyczne. Skoro przyjeliSmy, ze rozpraszanie nie
zalezy od kata azymutalnego ¢, wig¢c jedyna dopuszczalna wartos$cia m jest
m=0. PoniewazY,,(8,¢9) ~ F(cos®), gdzie F(cosf) jest wielomianem
Legendre’a, rozktad funkcji falowej przyjmuje postac

o(r,0) = iC, R, (r)P(cosf)

1=0

Rozktad danej wielkosci na sumg wktadéw o okreslonych [/ nosi nazwe
rozktadu na fale parcjalne.

Gdy zasigg potencjatu jest skonczony, rownanie Schrodingera dla duzych r
jest r6wnaniem swobodnym. Rozwiazanie takiego rOwnania we wspo6trzednych
sferycznych zapisujemy jako

0(r.0.9)=3 3 C, R (1Y, 6.9)

1=0 m=—1
gdzie radialna cz¢s¢ funkcji falowej rowna jest

R (r)=A j,(kr)+ Bn,(kr),

przy czym j,(x) 1 n,(r) to tzw. sferyczne funkcje Bessela, ktore dla x >> [(I +1)
mozna przyblizy¢ jako

. 1 . 7l 1 7l
J(x)= ;sm(x—zj , n(x)= _;COS(X_EJ .
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Tak zatem radialna cze¢$¢ funkcji falowej, opisujacej rozpraszanie na potencja-
tach o skonczonym zasiegu, zapisujemy jako

1 il
R(r)~—sinl kr—==+06
(1) rsm( r ,j,

Powyzszy wz6r mozna traktowaé jako definicje przesuniecia fazowego 9, .

Funkcja falowa przyjmuje postac

@(r,0) = i %sin(kr—% + é',jP, (cos @)

1=0
-y &
= 2ikr

Uwaga: Scisle rzecz biorac powyzszy wzér, ktéry wystepuje bodaj we wszystkich
podrgcznikach mechaniki kwantowej, jest matematycznie niepoprawny, gdyz przy
sumowaniu po / do nieskonczono$ci nastgpuje w ktérym$ momencie naruszenie warunku
kr >>1(1+1). Jednak wyprowadzenia wykorzystujace takie (rozbiezne) szeregi sa poprawne,
jesli nie wykonywane jest sumowanie po [/, a rozwazane sa jedynie wyrazy o okreslonym /.
Problem opisany jest w pracy: R. Maj and St. Mréwczynski, Inaccurate use of asymptotic
formulas, American Journal of Physics 72, 922 (2004).

(*)

P (cos 0)(exp(ikr — % +i6, j — exp(— ikr + % —i0, D

Teraz dokonujemy rozkladu na fale parcjalne asymptotycznej funkcji
ikr
falowej @(r,0)=e" + f (49)67, gdzie pomingliSmy czynnik normalizacyjny.

Fale padajaca rozktadamy dzigki matematycznej tozsamosci

oo

expl(ikz) = explikrcos8)=Y_ (21 +1)i' j,(kr)P,(cos6) .

=0

Przyblizajac funkcje Bessela dla x>>1(I+1) jako j,(x) = lsin(x—%j 1 zauwazajac,
X

ze i zexp(i %) dostajemy
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Rozkladajac amplitude rozpraszania jako

F®)= Y S Ricosd)

dostajemy

ikr

o(r,0) =" + f(6)%
r

_ (%)
=y %P, (cos ) [(21 +1+ A)explikr)— (21 + 1) exp(—ikr +ird)]
IKr

=0

Funkcj¢ falowa mamy wigc zapisana na dwa sposoby (*) 1 (¥*). Rowno$¢
obu postaci dla wszystkich r wymaga, zeby byly sobie rowne wspotczynniki

przy P,(cos@)e" iprzy P(cos@)e™ . A zatem

C, exp(—i§+i5,j=(2l+l)+Al,

C, exp(i% — zé‘,j =2 + ) exp(ind),

co daje

C, =2 +1) exp(i% + id,j oraz A =2 +1)(exp(i28,)-1).

Ostatecznie wigc mamy

(2l + 1)

f(6)= Z (exp(i26;)-1)P,(cos 6)

Widzimy, ze przesunigcia fazowe sa tak zdefiniowane, ze gdy znikaja (5, =0),
amplituda rozpraszania jest zerowa (f(6)=0). Metode rozktadu na fale

parcjalne stosuje si¢ zwykle wtedy, gdy juz kilka pierwszych wyrazéw szeregu
daje zadawalajacy wynik.

Roézniczkowy przekrdj czynny Q 9 dany jest wzorem

2

=[7@F =[5 ED (expli25)- 1A cosd)
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Catkowity przekrdj czynny o obliczamy w nastgpujacy sposéb

o= J‘ j_gdg = 27z:[d (cosO)| £ ()

=75 [deosO)> 3 1+ D+ D{expli2s )~ Dexpl-i26,) - DR (cosO)E, (cos6).

1=0 I'=0
Korzystajac z warunku ortogonalnosci wielomianéw Legendre’a

1
ja’(cos 6)P,(cosO)P,(cosO) = Lé‘” ,
e 20+1

znajdujemy
o= Y @+ Dlexpli26)~expl-i25)-1).
=0

Poniewaz

(exp(i25,) - 1)(exp(=i25,) ~1) = (exp(id, ) - exp(~ i, exp(~id;) - explid, )) = 4sin® 5,

ostatecznie otrzymujemy

0:1—72[2(21+1)sin2 )
1=0

Twierdzenie optyczne

(2l +1) (
2ik

Obliczmy urojona cze¢s¢ amplitudy ,,rozpraszania do przodu” (6=0)

f@=0)-f*@=0) 1 & QI+
2i _212; 2ik (

Poniewaz P(cos@=1)=1 wiec f(0=0)= Z exp(i2d,)-1) |
1=0

Sf(6=0)= exp(i28, ) +exp(-i26,)-2).

Poniewaz exp(i28, )+ exp(—i26,)—2 = (exp(iJ,) + exp(— i3, ))* = —4sin® §,, mamy

o= hild 3f(6=0)

k
Twierdzenie optyczne, bedace fundamentalnym wynikiem teorii rozpraszania,
wigze si¢ w istocie z zasada zachowania prawdopodobienstwa. Ugigcie o kat
zerowy odpowiada wilasciwie brakowi rozproszenia. Prawdopodobienstwo zas
braku rozproszenia okresla prawdopodobienstwo rozproszenia na dowolny kat,
co wiaze si¢ z calkowitym przekrojem czynnym.




