Wvyklad I11 Mechanika

Proste rownania ruchu punktu materialnego

Ruch swobody

2
mzo r(t) =r,+v,t
at = p(t)=p, aor® _vi=0)-v, = { 0
p(t=0)=p, dt o v(t) =v,
rt=0)=r,
Energia calkowita: E = Po = const
2m
Ruch pod dzialaniem stalej sily
d’rt) F
dtz2 " m
dr®) _ r(t) =r +v,t + Lo
dt = p(t) =p,+Ft dr(;(t) =v(t=0)=v, = SN2
|
p(t=0)=p, t=0 v(t) =v +at
rit=0)=r,

Energia potencjalna: v(r) =V ~Fr=V ~Fx-F,y-F,z

Energia catkowita:

mv;

m(v ,+at)?
m(v,+at)” > +V, —mar ,= const

2
E:L(t)Jrv(r): +V0—ma(r0+v0t+lat2j:
2m 2

Ruch harmoniczny sita dziata wzdhuz kierunku X, r(t) =(x(t), y(t), z(t))

dzr(t) _ mdzx(t) _

-—=—k xg, o =—kX
o w kierunkach y i z mamy ruch swobodny, wzdtuz x dt
M _ye-0)=v, v, (t=0)=v,
& o x(t = 0) =x,
r(t=0)=r,
st [ o o
m V. (t=0)= oA X(t) = gs,ln( ot) + X, cos(mt)

X(t) = Asin( ot) + B cos(wt)

Energia potencjalna: v ) —v 1 2kx? -v + Lmo?x
2

mvZ:  kx

2
Energia calkowita: g = LEOIRY (X) = —2%+ -2 =const
2m 2 2
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Hamowanie tracie — sila niepotencjalna

dt? dt MO __ vy (r=aim)
v(t=0)=v, a

v(t=0)=v,

LA __, ox() V() =v et

X(t) = X, +Idt'v(t') =X, +V—°(1—e"”‘)
X(t=0)=x, 0 Y

Predkos¢ spada do zera po nieskonczonym czasie, ale zasigg jest skoficzony x(t = o) = x, + Vo

Spadanie z tarciem

1 dv

- = dt
2 yv—gly
mdd:z(t):m _k¥ dv(t) _ 1 vty =4[y, -9 e
T_g_yv(t) -=In(v-g/y)=t+C Y Y
V(t=0)=Vv, -0 v g Vgl
v(t=0)=vVv _ 9 0o 97V (o
X(t =0) = X, 0 v(t)=%+Ae"f‘ x(t)_x0+yt+7y (1 e )
g+A:v0
Y

Jesli v, < g/v, spadajacy obiekt przyspiesza, gdy za$ czy tez v, > g/y hamuje.

g
v(t) = =
Po czasie t >>1/y mamy ruch jednostajny: v

x(t)zonrVD_g/Y

+ 94
Y

Ruch pod dzialaniem sily Lorentza®

Czastka natadowana porusza si¢ w porusza si¢ w statym jednorodnym polu magnetycznym.
Pole jest skierowane wzdtuz osi z czyli B = (0,0, B), a sita Lorentza ma posta¢ F = qv(t)x B.
Nalezy rozwigza¢ rownanie ruch z dwoma warunkami poczatkowymi:

d?r(t)
=qv(t)xB
m pm qv(t) x

5 =

dr(t)
dt lt—o

r(t=0) =ry= (Xo Yoo Zo)

=v(t=0)=v,

! Hendrik Antoon Lorentz 1853-1928
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Pamietajac, ze pole jest w kierunku o0si z, sktadowe rownania ruchu wygladajg nastepujaco

d?x(t)
m e =qv,(t)B

dy(t
d¥2( ) =_qvx(t) B

d’z(t)
dt?

m

m 0

Trzecie rOwnanie mowi, ze ruch wzdtuz osi z jest swobodny wige z(t) =z, +V,t .

gB

Wprowadzajac wielko$¢ @ = — , dwa pozostate rownania zapisujemy jako
m

4 _ dy(t)

dt? dt
2
d yz(t) v dx(t)
dt dt
Pamigtajac, ze predkos¢ to pochodna potozenia po czasie, réwnania ruchu przyjmujg postaé
dv, (t)
L =ov, (t
ot y ()
dv,(t)
= v, (t
o (D)

Jesli zrozniczkujemy pierwsze rOwnanie to prawg strong tego rOwnania mozemy zstapic¢
prawa strong drugiego rownania. Podobnie rézniczkujac po czasie drugie réwnanie, jego
prawg stron¢ mozemy zastapi¢ prawg strona pierwszego rownania. Tak dostajemy

d?v, (t)

dtz == (Dzvx (t)
d?v,(t)
dtiyz =—®’ v, (t)

Roéwnania na sktadowe predkosci sg doktadnie takie jak weze$niej omowione rownanie na
sktadowa X potozenia w ruchu harmonicznym. Rozwigzania maja wigc postac

{vx (t) = Asin( ot) + Bcos(ot) = Csin( ot + ¢)
v, (t) = Acos(ot) — Bsin( wt) = C cos(ot + ¢)
Wykorzystujac warunki poczatkowe znajdujemy

v, (t) = V] sin( ot) + V) cos(wt) = v, sin( ot +¢)
(Vo)? +(v3)?

v, (t) = vy cos(wt) — v, sin( wt) =vg cos(ot +¢)
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Pamietajac, ze predkos¢ to pochodna potozenia po czasie, znajdujemy

V) Vo .
X(t) = C — = cos(wt) + —-sin( wt)
() ®

X

y
y(t) = D+ Y0 sin( wt) + 2 cos(wt)
(O] (O]

a uwzgledniwszy warunek poczatkowy ostatecznie dostajemy

y X

v v vy .
0 0 cos(wt) +-2sin( ot)
(O] (O]

X(t) = x, +
®

X y X

yit)=vy, - V—°+ V—Osin( ot) + Yo cos(mt)
(O] () ()

Rownanie toru

- VA Vs A
Wprowadziwszy wielko$ci X = X, + ZO, Y=Y, _ZO’ R= EO :

mozna zauwazy¢, ze spetnione jest rtownanie toru

2 2
(x=x)+(y-y) =R?,

ktore mowi, ze w plaszczyznie X-y ruch odbywa si¢ po kole o promieniu R i srodku w punkcie

o wspotrzednych (X, ¥). Jesli uwzglednic¢ jeszcze ruch wzdhuz osi z, to stwierdzamy, ze

czastka natadowana porusza si¢ w polu magnetycznym po spirali, a wtasciwie helisie.

Energia czastki

mv?(t)

Energia Kinetyczna czastki dana jest wzorem T = . Podstawiwszy znalezione

o2
. : r . . . my, . . .
rozwigzanie na sktadowe predkosci stwierdzamy, ze T = 20 =const , wigc energia czgstki nie

ulega zmianie. Do tego wniosku mozna dojes¢ na gruncie ogdlnego rozumowania. Obliczamy
pochodng czasowg energii kinetycznej czastki poruszajacej si¢ pod dziataniem sity Lorentza

d (mvi()
dtl 2

J=v<t)d‘c’jf)=v(t)lf<t> — qv(t) (v(t) < B)=0

Stwierdzamy, ze energia kinetyczna jest stata, pochodna znika, gdyz sita jest prostopadta do
predkosci (F L V). A zatem mowimy, ze pole magnetyczne nie wykonuje pracy

W:jﬁdr:jﬁv(jt:o



