Wvyklad VI Mechanika

Formalizm Lagrange’a’

Ruch z wiezami

Mamy uktad M czgstek opisany rOwnaniami ruchu

2

m3f_F i—12,..M.
dt

Jesli ruch czastek nie jest poddany jakim$ zewnetrznym ograniczeniom, mamy 3M zmiennych

niezaleznych {X,,V,,2,,%,, Y5, Zy,... Xy Yy Zy | 1 dla petnego okreslenia ruchu uktadu nalezy

wyznaczy¢ 3M wspotrzgdnych — uktad ma 3M stopni swobody.

Jesli ruch czastek poddany jest ograniczeniom — na uktad natozone sa wiezy — np. w
postaci warunku

f(FuFp.nly) =0, k=12,...f <3M ,

wowczas liczba stopni swobody jest zmniejszona do N =3M —f . Obecno$¢ wigzow

wprowadza jakby dodatkowe sity. A
Przyklad 1 Y
Mamy wahadto — kulke o masie m, zawieszong na x o
niewazkim precie o dtugosci .

mX =0 ]

my = —mg x=Isingp, y=-lcose Q

X2 + y2 — |2

—sinp@® +cospp=0 = ¢ = —C?S(p )

sin @
COsS @@ +sin @ ¢ = _% =0’
— mg
P+ w’sinp=0

v

Mamy poczatkowo 2 zmienne, lecz ze wzgledu na wigz nie sg one niezalezne - uktad ma
tylko jeden stopien swobody, a kat ¢jest ,,wygoda” wspotrzedna.

Wspolrzedne i predkosci uogolnione

Wspotrzedne uogodlnione — zbidr wzajemnie niezaleznych parametrow {ql, Uyr---, 0y } zupelie
opisujacych ruch danego uktadu zgodnie z natozonymi nan wigzami.

Predkosci uogolnione — pochodne czasowe wspotrzednych uogdlnionych {ql, dy,---, 0y }
Przyklad 1 cd.

wspotrzedna uogolniona — ¢, predkosci uogdlniona — ¢ .

! Joseph Louis Lagrange 1736-1813



Wryklad VI cd. Mechanika

Funkcja Langrange’a

| L(9,9,)=T(q,9)-V(a,t) |

q9=1{0.%,..~0} §=1{0,0,.....G,} , T—energia kinetyczna, V — energia potencjalna.
Przykiad 1 cd.

L:glz(pz—mgl (1—cos )

Zasada najmniejszego dzialania (Hamiltona®)

t
Dziatanie: S = J.dt L(g,q,t), a(t)=a, a(t,)=q,

4

Uktad porusza si¢ w taki sposob, ze dziatanie na drodze
od q(t,) =q, do q(t,) =q, przyjmuje minimalng warto$¢

Rownanie Lagrange’a — jeden stopien swobody

q(t)— trajektoria przy ktorej dziatanie jest minimalne. Rozwazamy mate odchylenia od tej

trajektorii tzn. q(t) +xq(t), A(t)=aA(t,)=0.

f (X,) - minimum

t, t
- Idt L(q+5q,q+5q,t)—fdt L(9,6,)=0 df = (%, + %)~ () = T 0 g g
° dx

°} [’}

L(q+60,4+ 1) = L(q,q,t) + =AY 57, AL 5,
aq aq

q'(t) =q(t) + ()
. d o d do
56]:&&] 0|(t)=Q(t)+d,[5q(t) = dt&(t)—&(t)
a'(t) =q(t) + ()
t N t .
f 4 0L(0,q,1) {4 0L€0.q,1) d
&S = |dt———= dt —————=—
-[ aq - +~[ a9 dt .
catkowanie przez cz¢sci drugiego cztonu uwzgledniajace, ze oq(t)) =oq(t,) =0:

Idt aL(q q v d 5q_aL<q 4.1 5 Idt[ aL(q a, t)]5q

dt

=0

t, . .
59 :fdt oL(q,q,t) d é‘L(q,.q,t)
aq dt aq

da(gat) dat _,
dt a9 aq

jéq =0 =

4

2 William Rowan Hamilton 1805-1865



Wykiad VI cd.

Zwiazek z rownaniem Newtona

g = X — wspotrzedna kartezjanska
.2

mx
-V (x,t
5 (x,1)

L(q,q,t) =T(q,q) -V (q,t) =

i@L(q,q,t) . aL(q’q’t) -0 = m¥+ 8V(X,t) ~0
dt oq oq OX

Przvklad 1 cd.

Lz%lz(pz—mgl (1—cos @)

4099 @9 5 . 5 94,0
dt . oq oq !

Réwnania Lagrange’a — N stopni swobody

Mechanika

doL@aD oL@ad _y 1,
dt  oq; oq;
qE{qliqZ""’qN}’ qE{Qqu’---’qN}
Uogolnione pedy i sily
oL 1 ;
pi=—__ -uogdlnionyped  (g;=r = p=mf)
F = o . uogdlniona sita gq=r = kK= N
oq; or,
Zachowanie pedu
_ oL dpP d oL oL zaktadamy zachodzenie
P=zpi: > T 2a T A LA réwnan Lagrange’
i i 6q| dt i dt aql i aql ownal agrange a
1) aP =0 pod nieobecnos¢ sit oL =0.
dpP oL oL . oL
2) — =0, gdy L zalezy tylko od roznic (gi-q;), wtedy —=———1 » — =0.
) m gdy L zalezy tylko od réznic (qi-0jj) y 2 20, Zi:aqi



Wryklad VI cd. Mechanika

Energia

Zachowanie enerqii

—Z aL -y[q oL _ga_L_@_zqaL qaL
dt dt aqi dt i aq, 'dt o ) ot g oq,

_E _ Z 3 E 6_L _ ﬁ _ % _ _% zakladamy zachodzenie
B ' ot B ot rownan Lagrange’a

Energia jest zachowywana, gdy funkcja Lagrange’a nie zalezy jawnie od czasu.

Przyklad 2 v

Rownanie ruchu wahadta o zmiennej dtugosci I(t) , ktora jest - —

zadang funkcja czasu. )

M2, 52 M2 2.2 I(t)

L= E(V' +77)-mgl (L—cos ) = 3<| +1262) - mgl (L-cos )

L 20, a_ —mgl sin o, iﬁ =ml2p+2mllg

8(0 op dt o¢ P
. ¢,

i . - — - e,
¢+2|—¢+Tsin =0 mg
Przyklad 3

Rownanie ruchu wahadta zawieszonego na nici nawinigtej na walcu o promieniu R dtugoscil .

L =g(x2 +y?)-mg (1 +Rsin p— (I +R(o)c05¢):g(l +Rp)2p —mg (1 + Rsin p— (1 + Rp) cos o)

oL 2.
—=m(+R - Rcos
8¢ ( ?)° @ Ri.ga

Rsing

ia—", =m(l +Rp)*¢+2m(l + Rp)R¢p?
dt o¢

/+R(f) (I+Rg)cosp

2—L — m(l+Rp)R¢” —mg (I + Rep)sin o
0

(I +Rp)p+Rp? +gsin =0

x=(I+Re)sinp—R+ Rcosep



