Wvyklad VIII Mechanika

Teoria malych drgan

Mamy uktad M cial punktowych poddanych f wi¢zom.
funkcja Lagrange’a: L =T (X, X, ... X3 ) =V (X, X5 - Xgpy )
wiezy: f.(X, X, Xgy) =0, 1=12,.f
stopnie swobody: N =3M — f
wspotrzedne uogolnione: {ql, 0,,.--Oy }

Zaktadamy, Ze V(q,,0,,...,) Ma minimum w (q;,qs,...q%) i rozwijamy V(q,,d,,..dy)
wokot tego minimum

LoV 13 oV
V (0, 9;.---Ay) zV(qf,qS,..-qEHZa (G —a)+ Zaq ) (4 —a7)(@; —aj)
i=1 i qi:q IJ =1 j = Yqj:q(j)
=0
Macierz K;; = 8(?2(] jest symetryczna tzn. K;; = K;; i dodatnio okreslona, bo w
T lg=? a5=0

N
(@?,95....q5 ) jest minimum. Dodatnia okre§lono$é oznacza, ze Z u,K;u; > 0dla dowolnych
=
niezerowych wektoréw rzeczywistych U = (U;,U,,...u,) € R" .

Rozwazamy teraz energi¢ kinetyczna, ktora zapisujemy w postaci
X . N | LG X OX |
mx’ = g, —q m,—— |60 -
Z Z (Zlaqj J(Zaq j ZZ[Z oa, an a

Wprowadzamy oznaczenie

, L OX O
q)Jk 1 [ARN] = m
(0, 0.0y Zl 20, 20,

i definiujemy symetryczng macierz masy M = ®(q?,q7,...q5), o ktorej zakladamy, ze jest
dodatnio okre$lona. Energi¢ kinetyczng przyblizamy jako
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Wprowadzamy nowe wspotrzedne: h, =g, —q°, i=12,...N

i i

funkcja Lagrange’a: L = % i(M hh — K--h-h-)

i,j=1

roéwnania Lagrange’a: i aL(h_’ h) _ oL(h,h) _
dt oJh, oh

0, i=12,...N

N

> (M, +Kh, )=0,

j=1

gdzie skorzystaliSmy z symetrycznosci macierzy M 1 K. Szukamy teraz rozwigzan w postaci:

h =ce™, 1=12..N (,.fizyczne” rozwigzanie odpowiada czesci rzeczywistej Re'” = cos wt)
N
(K, —o’M,)e, =0 < det(K —’M )=0

i1

Roéwnanie charakterystyczne det(K —w’M ): 0 jest rownaniem stopnia N ze wzgledu na o’
i ma co najwyzej N réoznych rozwigzan.

Twierdzenie

Rozwigzania rownania charakterystycznego sa rzeczywiste (w” € R) i dodatnie (w° > 0).

Dowod

N N N
Zl:cizll(Ku—szu)cfo = _Z;(Kij—wzlvlij)cicj:o
i= j= i,j=

(K, M, Yo —ib, a, +ib, )=

(K, —@®M, faa, +hb, +i(ab, -ha,))
i,j=L i

N
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N
K,—o®M, =K, -o'M, = (K, -o’™,)ab, -ba,)

=0
i
Réwnanie i“(Kij —o’M; )C,* c; =0 przybiera posta¢
N ij=1 _
Z(Kij—a)zMinaiajeribj):O ) ijz_lKij(aiaijbibj)
i,j=1 0 = ,N—
Mi.(aia.+bib.)
wziMij(aiaj+bibj):iKij(aiaj+bibj) 'Z::l i J
W =

Poniewaz M, K;;,a;,b; sg rzeczywiste, wigc o’ € R, a ze wzgledu na dodatnig okre§lonos¢

2
M;;, K;; mamy »° >0.



