Wyklad X Mechanika

Formalizm kanoniczny

Formalizm kanoniczny wyprowadzamy z formalizmu Lagrange’a, traktujgc jako

zmienne niezalezne q; 1 p, = i, i =1,2,...N . Funkcje Hamiltona, ktéra ma kluczowe

i
znaczenie w formalizmie kanonicznym, otrzymujemy dokonujac transformacji Legandre’a
funkcji Lagrange’a

(@=1{0, 0Oy} G={00 GOy P={PL Do Py ),

oL (q.q 1) -L(q,q9,t) = qu p, —L(g,q,t)

i i=1

H(p,q,t)= Zq.

Nalezy rozumie¢ ¢ jako funkcj¢ zmiennych niezaleznych q i poraz t, 4(q, p,t).

Rownania Hamiltona (kanoniczne)

Na dwa sposoby zapisujemy rézniczke funkcji Hamiltona:

1) dH :i(éH(p,q,t) dp, + H(P.a dqu+aH (gt,q,t) it

i=1

2) dH =Y d(¢,p)—dL(a,a,t) = D (da,p, +qidpi))—2[§—qui L dg ]ﬂdt

i=1 i=1 i=1

N

T . oL . N oL oL
dH = Z(in Pi +qidpi))_2(a_q_dqi + pidqu_Edt - Z(qidpi _—dqij——dt

i=1 i=1
Zaktadamy, ze zachodzg rownania Lagrange’a

d oL@.6,) _oL(a.q.t) _ oL

0 = =P
dt aq, oq; 6q

; (e . oL
2) dH =3 (G,dp, - pdg, )-—-dt
i=1

Poréwnujac 1) 1 2°) dostajemy:

i=8H(p,q,t), piz_m, i:1,2,...N ﬁ:_%
D, o ot ot
Przyklad
’ . OoH(p, ) dv
HPO=2+v(@, 4= (Pa)_p V(@
m op m dq
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Zasada zachowania enerdii

dH(p,q,t):i H(p.a.0) o, H(P.AY, |, H(P.qY _H(p.q.0)
dt i1 P, | aa, | ot ot

zakladamy, ze zachodza rownania Hamiltona

Zasada najmniejszego dzialania

S= jdt(Zq Pi - H(pqt)] q(t) =0, alt) =0,

i=1

(9={%. %A}, P={P. P, Py}, 69={00,,50,,....50y}, SP={5p,0P,...5Py})

Poszukujemy q(t) i p(t), ktore minimalizujg dziatanie S. Wymaga to, aby zmiana dzialania

q(t) = q(t) + () ) ) |
p(t) = p(t)+p(t) A(t) = A(t,) =0 znikata.

& =S[p+p,q+]-S[p,q] (nie wymagamy op(t;) = p(t,) =0)

&S na skutek infintezymalnej transformacji {

=Idt2£&i‘i pi+qi5pi é‘p _aa]j

ERCEES)

_oHp.aY . _H(p.aY
o oy

N t2
= Zéq. Pi
i1 4
-0

&K=0 = p=

i=12,...N

Nawiasy Poissona®

Mamy dowolna wielkos¢ f(p,q,t) iobliczamy jej pochodng czasowa zaktadajac, ze q(t)
i p(t) spetniaja rownania ruchu

A0S Ay Ay ), o AN A ) o

df(p,q,t) Iﬂ-i-{H f}
dt ot ’

{AB}= Z(%@—%@J - nawias Poissona

! Siméon Denis Poisson 1781-1840
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Wilasnos$ci nawiaséw Poissona

Antysymetria: {A B}=—{B, A}

Liniowos¢: {A+B,C}={A,C}+{B,C}
Tozsamo$é Jacobiego: {A,{B,C}}+{C,{A, B}}+{B,{C, A}} =0

Dowodzi si¢ prostym, lecz do$¢ dtugim obliczeniem
df
Calka ruchu: prin 0 = f -calkaruchu

Twierdzenie Poissona

Jesli f(p,q,t) i g(p,q,t) sg catkami ruchu, to h(p,q,t)={f,g} tez jest catkg ruchu.

Dowdd

= 21000 g1}

B3
2) ({1, al)=—{1.fa )= lodH, = 1. gl ot 1= 1 2|0 T

afr _ __o dg_ __ %
OIt_o = {H,f}= o 0 = {H,g} ,

dh

)+2) =0

Przykiad
J, =Yp, —2Zp, - skladowa x momentu pedu

J, =2p, —xp, - skladowa y momentu pedu

|3, 0,2, 2,3, a3, @,8, a0,

J.,J, (=
{ op, Ox op, oy Op, oz Ox op, Oy op, O Op,

XYy

8, 8, a3, &

X = = X = y=0

op, op, X oy

0J 0J
{‘]x"]y}: aJ, ody Al oy
op, 6z 0z op,

= ypx_xpy = ‘]z

Jesli zachowywane sg x-owa i y-owa sktadowe momentu pedu, to zachowywana jest
takze z-owa skladowa momentu pedu.

2 Karl Gustav Jacob Jacobi 1804-1851



