Wvyklad XI Mechanika

Przeksztalcenia kanoniczne

W formalizmie Lagrange’a mozemy dowolnie zmienia¢ wspdirzedne uogolnione, a postaé
rownan ruch nie ulega zmianie tzn. jesli wprowadzimy wspétrzedne Q.(q,,Q,,...,q,), tO

.. , .. d oL oL - .. doL oL
speniajg one rownania — —— ——— =0, jesli g, spehiaja — ———=
dt 0Q, 0Q, dt oq, Oq;
N . . . . . oL
W formalizmie Hamiltona tak nie jest, bo g, i p, musza spetnia¢ jeszcze zwiazek p; = a

Definicja
d —>Q (0,90 Pys Pase- o Py)

i=12,...,n
P, = B (0, 0y, 50 Prs Pose- o Py)

Transformacja {

nazywa si¢ kanoniczna jesli Q, i P, spelniaja réwnania kanoniczne. Tzn. jesli g, i p; spelniaja

. oH(p,q,t . oH(p,q,t
G- HPan |, HEpay

i op; C aq; @
to Q.i P maja spelniac
s _oH'(P.Qt) 5 dH'(P,Q1)
Q=" 52 R @

gdzie H' jest nowa funkcja Hamiltona H'(P,Q,t) = H(p(Q, p),a(Q, p).t).

Warunki, ktére musi speinia¢ transformacja, zeby byla kanoniczng mozna otrzymac
z zasady wariacyjnej Hamiltona. Rownania (1) bowiem wynikaja ze znikania wariacji

5fdt(2qi pi—H(p,q,t)}o

Y i=1

natomiast rownania (2) z

t N
Y i=1
Poniewaz X(t,) = X(t,) =00raz XQ(t,) = X(t,) =0, wigc do kazdej funkcji podcatkowej
mozna doda¢ zupelng pochodna dowolnej funkcji wspotrzednych i1 czasu, odpowiednio
do(@.) | AGQY s
dt dt

50t - fgat) 1) - 9@e).0)] 0.

dF(a,Q.1)
dt

A zatem r6znicg funkcji podcatkowych moze by¢ , tzn.
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oy > , dF(q,Q,t
345 -H(p.a)-Y QR +H (P, = &0
i=1 i=1
co daje
N N N
2. pdg, —H(p,q,t)dt—> RdQ +H'(P,Q,t)dt =dF(q,Q,t) :Z(G_qui +8_Finj+6_th
il il i\ O0; oQ; ot
Przy dowolnych dg, oraz dQ dla i =12,...n dostajemy
oF(q,Q,1) oF(9,Q,t) . oF(9,Q.1)
== po_ b’ H(p,qt)-H'(P,Q,t)= -2
i o . 20 (p.a,)-H'(P,Q,1) o

co prowadzi do zwigzku

op, _0°F(a,Qt) _ P
2Q; 90;0Q o

F(g,Q,t) nazywa si¢ funkcja tworzaca transformacji kanonicznej.

Definiujemy nowa funkcj¢ tworzaca @(q, P,t) = F(q,Q(q, P),t) +Z:Qil3i ,

do =dF + > (RdQ +QdR)

Jak poprzednio, zagdamy

i p;dag;, — H(p,q,t)dt—ZN:Piin +H'(P,Q,t)dt =dF =dd(q,P,t) —Z(Piin +Q,dP)
i1 i1 i

Uwzgledniajac, ze

N.( oD od oD
dd(q,P,t) = E (—dqi +—dPiJ ——dt,
i=1 5CI. at

R
dostajemy
od(q,P,t) o®(q,P,t) : o0d(q,P,t)
=, = H(p,q,t)-H'(P,Q,t) =————=
T a Q=" (P.a.H)-H'(P.Q.D) =
co daje

op, _ 0°®(q,P,t) _ 9Q;
8Pj quaF’j oq;
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Jesli transformacja {qi 7 QGG Gl Pra P P) i=12,...,n

P = R0 01 0o Py P Py)

jest kanoniczna to

oy _ ® op _9Q (3)

oQ,  dq oP, &g

Nawiasy Poissona

Bezposrednio z definicji nawiasow Poissona mamy
{i'qj}quOZ{pi’pj}pq’ {pi’qj}pq=5ij
{-+ere-fpq - nawias Poissona obliczany przy uzyciu wspotrzednych i pedéw p i g.
Roéwnanie (3) za$ daje
{Qi’Qj}pqzoz{Pi’Pj}pq’ {Pi,Q,-}pq=5ij

co dowodzi si¢ prostym przeliczeniem.

Twierdzenie

Nawias Poissona dwoch dowolnych wielkosci f i1 g jest niezmiennikiem transformacji

kanonicznej tzn.
{f’g}pq = {f’g}PQ

Dowodzi si¢ dosy¢ Zzmudnym przeliczeniem.

Twierdzenie

Zachodzenie zwigzkow

{Q“Qj}pqzoz{R’Pi}pq’ {Pi’Qj} =5

Pq

jest warunkiem koniecznym i dostatecznym, ze transformacja (g, p,H) — (Q,P,H") jest
kanoniczna.

Konieczno$¢ zostata wykazana powyzej. Dostatecznos¢ tatwo wykazac dla transformacji
niezaleznych od czasu. Wtedy

oH & oH o oH
G ={H.Qy = H Q=20 B 5 M _

0P, oQ, i

: oH oP oH
B =M.y = MR =S B 5 M

pq PQ j aQJ ap Z 5Q

Ogo6lny dowod pomijam.
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Twierdzenie

Jakobian transformacji kanonicznej jest rowny jednosci.

Dowdd
Q 0 Q R K
o 04 0 0
Q. Q, A’ P
J= o(Q.P) = aq, aq, aq, aq,
og,p) (9% . R K R
o Oy
Q. R R
apﬂ apn apn apn

Korzystamy z wlasnosci jakobianow dotyczacej zlozenia transformaciji (X) - (Y) —» (Z):

a(X) _a(X)I18(2)
oY) o(Y)/8(2)

oQ a(P)
o) 0@ 0@ a(P)
0Q aP)| |a@ o [0Q
;_0QP)_a@P)/a@P) _|oP) o) _| 0 1 |_Jo@]|_[A _,

o(a.p) o(@.p)/o@.P) [o@ ol | L 0 | |ap)| |AT]
o o) (9@ AR |5p)
o(@) a(p)| 1o(P) o(P)
a(P) o(P)

Q; _op;

dzi i Al = ,
gdzie macierz aq apj

AT oznacza macierz transponowang QAT‘ = |A|) .
i



