Wvyklad XII Mechanika

Ewolucja ukladu w przestrzeni fazowej

Definicja
Przestrzen fazowa to przestrzen rozpinana przez wszystkie wspotrzedne i1 pedy uktadu:
{0 G G Py P P -

Twierdzenie

Przez kazdy punkt przestrzeni fazowej przechodzi
jedna 1 tylko jedna trajektoria danego uktadu.

Twierdzenie jest konsekwencja jednoznaczno$ci rozwigzan rdwnan ruchu przy zadanych
warunkach poczatkowych.

Przyklad — Oscylator harmoniczny

2
H(p,q) = Zp_m + % mw’q® - jeden stopien swobody
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Roéwnanie toru w przestrzeni fazowej jest elipsa
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Twierdzenie
Ewolucji czasowej uktadu odpowiada transformacja kanoniczna
{Qi =0 ®= Qi(p(O),q(O),t)
R =p 1) =FR(p(0),q(0),t)
Dowod

Roéwnania ruch sg spelnione w kazdej chwili czasu.

e



Wvyklad XII cd. Mechanika

Twierdzenie Liouville’a®

Objetosc¢ przestrzeni fazowej zajmowanej przez zespot identycznych uktadow I'(t) jest stata
W czasie,

I'()= Idoﬂdqz...dqndpldpz ...dp, = const

Q)

Q(t) okresla zmieniajagce si¢ w czasie granice zajmowane przez zespot uktadow w przestrzeni
fazowej.

Dowod

Dla t =0mamy ro)= quldqz...dqndpldpz...dpn :

Q(0)

Q =61 =Q(p(0),a(0),1)
R = p,(t) =R(p(0),a(0),1)

w ktorej q(t) i p,(t) sa rozwigzaniami réwnan ruchu tzn. ewolucje czasowa ukladu

a teraz dokonujemy zaleznej od czasu transformacji {

traktujemy jako transformacj¢ kanoniczng i mamy

o(a, p)
ro)= [ dQdq,...dQ drdp,...dP,
0) QL) QdQ, ...dQ 5 P)

o(a, p)
2(Q.P)

Poniewaz =1, mamy

r(0)= [dQdQ,...dQ,dRdR,...dR, =T'(t).

Q(t)

! Joseph Liouville 1809-1882
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Uproszczony dowod

Rozwazamy zespot uktadow o jednym stopniu swobody zajmujgcych infinitezymalnie mata
objetos¢ w przestrzeni fazowej AI'(t) =Aq(t)Ap(t), gdzie Aq(t)=q,, (t)—q.,,(t) oraz
AP(t) = Py (1) — P, (1) . Uktady nalezace do zespolu maja wspotrzedne q(t) z zakresu
[ (1), A (D] 1 pedu p(t) z zakresu [Py, (1), Prax (V)]

dAI’  dA dA

_0aq Ap + Aq 2R P
dt dt dt
dAq .. Aq oq dAp .. Ap op
—A-AG=—"Aq=""AQq, ——=Ap=—"FAp=—FA
dt g AQ g aq g dt P Ap P op P
dAI’ &g op oq op aq ap

AQAp + A A — |AI

Tt aqq'“qpp[aq )" 5 "o

Zaktadamy, ze q(t) i p(t) spetniajg rownania ruchu: § = H(p.a.H) p= —M.

2 2
dAF:(GH —aHjAl“:O

op aq
dt oqop  opaq

Uogodlnienie na n stopni swobody
A'(t) = Aqg, (t) Ap, (1) Ad, (1) Ap, (t)... A, (t) Ap, (t)

dAT (qul
dt dt

dAp
A 1

quz(t)Apz(o...Aqn(t)Apn ®

+Ag, (t) Apl(t)( £, Ap, + Ad, aa df 2 qug (1) Aps(1)...Aq, (t) Ap, (1)

dA
..+ AG (1) A, (1)...Aq,_, () Ap,_ 1<t)[ A% Ap, + Ag, p”j

dt
dAg; q AG; oq;
i g = i A i Aq ,
dt T n kz_ll AQ, %= kz_ll aq, ¢
dAp, . AP op.
1 — Apl — 1 Ap 1 Ap
dt ; AP, n ; P,
dAr _1 [%_%jﬂ
dt n ik=1 aqk apk
Zaktadamy, ze q,(t) i p;(t) spetniaja rownania ruchu: ¢, = oH(p..t) 0, = —M.
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