
Wykład XII                                                   Mechanika 
 

Ewolucja układu w przestrzeni fazowej 

Definicja  

Przestrzeń fazowa to przestrzeń rozpinana przez wszystkie współrzędne i pędy układu: 

 nn pppqqq ,,,;,,, 2121  . 

Twierdzenie 

Przez każdy punkt przestrzeni fazowej przechodzi  

jedna i tylko jedna trajektoria danego układu. 

Twierdzenie jest konsekwencją jednoznaczności rozwiązań równań ruchu przy zadanych 

warunkach początkowych. 

Przykład – Oscylator harmoniczny 
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Równanie toru w przestrzeni fazowej jest elipsą 
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Twierdzenie 

Ewolucji czasowej układu odpowiada transformacja kanoniczna  
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Dowód 

Równania ruch są spełnione w każdej chwili czasu. 
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Twierdzenie  Liouville’a
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Objętość przestrzeni fazowej zajmowanej przez zespół identycznych  układów )(t  jest stała 

w czasie, 

const)(
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 t

nn dpdpdpdqdqdqt   

)(t  określa zmieniające się w czasie granice zajmowane przez zespół układów w przestrzeni 

fazowej. 

Dowód 

Dla 0t mamy          
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a teraz dokonujemy zależnej od czasu transformacji 
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w której )(tqi  i )(tpi  są rozwiązaniami równań ruchu tzn. ewolucję czasową układu 

traktujemy jako transformację kanoniczną i mamy 
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1
 Joseph Liouville 1809-1882 
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Uproszczony dowód   

Rozważamy zespół układów o jednym stopniu swobody zajmujących infinitezymalnie małą 

objętość w przestrzeni fazowej )()()( tptqt  , gdzie )()()( minmax tqtqtq   oraz 

)()()( minmax tptptp  . Układy należące do zespołu mają współrzędne )(tq  z zakresu 

)](),([ maxmin tqtq  i pędu )(tp  z zakresu )](),([ maxmin tptp .  
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Zakładamy, że )(tq  i )(tp  spełniają równania ruchu: 
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Uogólnienie na n stopni swobody 
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Zakładamy, że )(tqi  i )(tpi  spełniają równania ruchu: 
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