Wyklad VI Podstawy fizyki kwantowe]j

Jednowymiarowy prog i jama

Prog potencijalu

Szukamy rozwigzan jednowymiarowego rownania Schrodingera bez czasu

(—h—d—w(x)}o(x) —Ep(x),

2m dx?

z energig potencjalng w postaci V()

0 dla x<0,
V(x) =
V, dla x=>0.

W obszarze x<0 mamy do czynienia ze swobodnym rownaniem Schrodingera,

ktorego rozwigzaniem sg fale ptaskie ¢(x)=Ce"™, gdzie C jest stalg, a k
21,2

wektorem falowym, takim ze E:h2
m

obszarze x<0 zapiszemy W postaci ¢(x)= Asin(kx)+Bcos(kx), co mozna

traktowa¢ jako zapis sumy rozwigzan g¢(x)=Ce™ +De™, gdzie C= —l2A+%B

(ped réwny jest 7k ). Rozwigzanie w

oraz D='as+1B.
2777

W obszarze x>0 mamy do czynienia z rOwnaniem

d’p(x) _ 2m(E-V,)
dx®> h? (X

K® d?
[_%W-’_VOJ(D(X):ECD(X) =

Musimy rozwazy¢ dwa przypadki (E-V,)>0 oraz (E-V,)<0.

1) (E-V,)>0

Rozwigzanie ma posta¢ ¢(x) = F sin(px) + G cos(px) , gdzie F,G sg statymi,
2.2

a p jest takim wektorem falowym, ze E-V, = thFr)m :

2) (E-V,) <0 - energia potencjalna jest wigksza od catkowite;!

Rozwigzanie ma posta¢ ¢(x) =He™ + Ke ™™, gdzie H,K sg stalymi, a q jest takim
2,42

wektorem falowym, ze E-V,=- hzr?]

. Rozwigzanie ~e™ trzeba odrzuci¢, tzn.
przyja¢ H=0, gdyz e* — o, wigc nie mozna by unormowac funkcji falowe;.

Rozwigzanie dla x>0 ma ostatecznie posta¢ ¢(x)=Ke ™.
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Majac rozwigzania dla x<0 1 x>0, ,zszywamy” je w x=0, zadajac aby
funkcja falowa 1 jej pochodna byty ciggle w x=0. Warunki ciaggtosci

p(0)=p(0) oraz 9PV 4ol g g20)
dx |x:0’ dx |x:0* &e—0

dostarczajg rownan

1) (E-V,)>0
p(07)=B=¢((0") =G
dp(¥)|  _ - de(x) “pF o F_Ka
dX | dX o p
2) (E-V,)<0
p(07)=B=¢(0")=K
dp(¥)|  _ja_de(x) K = Ko_Ka
dX | dX |, o g

Rozwigzania rownania He(x) = Ep(x) mozemy wicc zapisa¢ w postaci
1) (E-V,)>0
Asin(kx) + Bcos(kx) dla x<0,

()= EAsin(px)+Bcos(px) dla x>0,
p

gdzie k:%\/ZmE [ p=%1/2m(E—VO);
2) (E-V,)<0

A(sin(kx)—Ecos(kx)J dla x<0,
o(x)= |
——Ae™™ dla x>0,
q
gdzie k=+v2mE/x | q=./2m(V,-E)/#. Widzimy, ze funkcja falowa wnika pod

prog, chociaz jej energia jest nizsza niz energia progu. Zauwazmy, ze q —> oo,

Vy—o0

wiec dla nieskonczenie wysokiego progu (V, =) rozwigzanie przyjmuje postac

() = Asin(kx) dla x<0,
P70 dla x>0,

czyli funkcja falowa nie wnika wtedy pod prog.
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Nieskonczenie wysoka jama potencjalu

Szukamy rozwigzan jednowymiarowego rdéwnania Schrodingera bez czasu

n? d?
(_%_dxz +V (X)jfﬂ(x) =Eop(x), ‘
. . . V(x)
z energig potencjalng w postaci

o dla x<-a,
V(x)=<0 dla —-a<x<a,
o dla a<x —a 0 a X

W obszarach x<-a i1 x>a funkcja falowa znika ¢(x)=0, natomiast dla
—a<x<a mamy do czynienia z rOwnaniem swobodnym, ktérego rozwigzanie
zapisujemy W postaci ¢(x) = Asin(kx) + Bcos(kx), gdzie k =+2mE /7. Aby ,,zszy¢”
rozwigzania z trzech réznych obszarow, zagdamy cigglosci w punktach x=+a
tzn. p(+a)=0. Daje to dwa réwnania:

Asin(ka) + Bcos(ka) =0,
— Asin(ka) + Bcos(ka) =0,

o dwoch rodzajach rozwigzan
A=0, cos(ka)=0 = ka=(n+%)n, n=0,12,...
B=0, sin(ka)=0 = ka=nz, n=123,...

Rozwigzania rOwnania Schrodingera zapisujemy jako
1\x
+ — B =12,
», (X) cos(z(n + 2) aj
o, (X)= Asin(;m 5).
a

Zauwazmy, ze ¢, (X) = ¢, (-X) zas ¢, (X) =-¢, (-X), Wigc ¢, (x) nazywamy
rozwigzaniami parzystymi, a ¢; (x) nieparzystymi.
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Normalizacja funkcji falowych

Warunek unormowania funkcji falowych przybiera postac¢

1= j'dx [(pr?(x)]2 = A’ desinz(mi) .

a

Wprowadzajac zmienng z = -nx/a dostajemy

m V4
1-A22 J‘dzsin2 Z= AZE‘[dzsin2 =23 Na = A=
m 7 T Vs

i

gdzie zatozono, ze AeR.

2z
Dyqgresja matematyczna - obliczenie calki Idzsin2 Z
0

27 27 2z 127r 1271'
J'dzsin2 z= Idzcos2 7 = Idzsin2 z=—J'dz|sinzz+cos2 z :—jdz:ﬂ
0 0 0 2 0 2 0

W analogiczny sposob znajdujemy B=1/+/a i funkcje falowe przyjmuja
ostateczng postac:

N 1 1)\x
o, (x)=ﬁcos ﬂ(n+§jg ,

_ 1 . X
@, (X) = ﬁsm(ﬂn g).

Poziomy enerqii

W przypadku rozwigzan parzystych i nieparzystych wektor falowy przyjmuje,
odpowiednio, wartosci

2 .2 2
k;:(n+ljﬁ, n=0,12,... E, = n+1 hﬁz, n=012,...
2)a 2) 2ma
= 2_2
k- =n", n=123... E =n?7 o123,
a 2ma’

Widzimy, ze wartosci energii opowiadajgce parzystym i nieparzystym stanom
ukfadajg sie na przemian. Poniewaz (n+1/2) =(2n+1)?/4 oraz n®=(2n)*/4,
poziomy energii mozna zapisac jako
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Mozliwe dtugosci fali
Poniewaz wektor falowy k odpowiada fali o dlugo$ci 1 =2z/k, mamy

A=—22 _ n-o012,..
n+-—

3 ( 2) = izﬁ, n=1273,...
2a 2 n

A, =—, n=1223,...
n

Stany uwig¢zione w jamie odpowia-
daja falom stojagcym. Catkowita
wielokrotno$¢ potowek fali rowna

jest dlugosci jamy.
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