Wyklad X Podstawy fizyki kwantowej

Dwuczastkowe rownanie Schrodingera

Dwuczastkowa funkcja falowa w(t,r,r,)

lw(t,r,r,)|*- gestos¢ prawdopodobiefstwa znalezienia w chwili czasu t czastki 1
w punkcie ry i czastki 2 w punkcie r».

Funkcja w(t,r,r,) jest unormowana tzn. Id3qd3r2|w(t,rl,r2)|2:1.

Dwuczastkowe rownanie Schrodingera

Funkcja falowa w(t,r,r,) spelnia rownanie Schrodingera

2 2
ihaz//(t,rl,rz) —Hy(rr) - WA, A,
ot 2m,  2m,

+Vy(tn) +V, () +V (- I’Z)JW(L r.r,)

Vi(t,r,) - energia potencjalna i-tej czastki, i =1,2, wynikajaca z oddziatywania
z zewnetrznym polem sit;

V(r,-r,) - energia potencjalna pary czastek zwigzana z ich oddzialywaniem
wzajemnym.

Separacja ruchu wzglednego i ruchu $rodka masy

Zaktadamy, ze V,(t,r,) =0 | wprowadzamy zmienne:

m2
R = mn+mfk, . potozenie §rodka masy n=R+ V r
M=m+m,
— . . m]_
r=r-r, - potozenie wzgledne r,=R- " r

Wyrazamy R, r,r,r, przez wspotrzedne kartezjanskie

{R:(X,Y,Z) {rlz(xl’yllzl)

r= (X, y,Z) r2 = (sz yz,zz)
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2 2 2 2
Azatem o  Lto 10 10
m oX;, m,oX;, M oX® uox

e ”HI\TZ - masa zredukowana uktadu czastek, m <<m, = u=m.
2 2 2 2 2 2
Poniewaz A, = KO, A, = O +9 +a—2, ostatecznie dostajemy

_ _
ooy oz o oy, o

iAl+iA2 =iAR +£Ar .
m, m, M Y7

W nowych zmiennych dwuczastkowe réwnanie Schrodingera przybiera postac

L OW(LRY) (_ WAy h°A,

—+V t,R,r).
= TV (r)]w( )
Dokonujac separacji zaleznos$ci od czasu tak jak w przypadku jednoczastkowego
rownania Schrodingera, otrzymujemy dwuczastkowe rownanie Schrodingera
bez czasu

(_ A, WA

TR +V<r)j¢(R,r) =Ug(R.D),

.Ut
gdzie w(t,R,r)=e "@¢(R,r),a U jest catkowita energia pary czastek.

Zaktadamy teraz, ze funkcje ¢(R,r) mozna przedstawi¢ w postaci
#(R,r) =y (R)p(r) 1 rozseparowujemy zalezno$¢ od R od zalezno$¢ od r
w roOwnaniu Schrédingera bez czasu:

R’ Ag nA, B 1
— () oM v (R)-yw(R) » @(r) +V Ny (R)o(r) =Uy (R) (r) YR
1 #°A, 1 R°A, B
—m oM W(R)—m 24 p(r)+V(r)=U.
=U-E =E

Widzimy, ze pierwszy czton zalezy tylko R, a drugi tylko od r, wigc muszg si¢
rowna¢ odpowiednio dobranym statym, aby rdéwnanie bylo speilnione dla
kazdego R i r. Dostajemy wiec dwa rownania Schrodingera bez czasu:

A
- ZMR y(R)=U -E)y(R) - swobodny ruch $rodka masy pary czastek
2
(— thf +V (r)jgo(r) =Eop(r) - ruch wzgledny pary czastek
Y7,
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Ruch w potencjalach sferycznie symetrycznych

Mamy rownanie Schrodingera bez czasu

2

(— hz—rﬁw (r)
w ktorym potencjat nie zalezy od kierunku r, lecz

Wprowadzamy wspédtrzedne sferyczne (r, 6,

r=yx’+y’+2°

z

X2+ y2 472
X

cosd =

Cosp =

X2 +y?
X =rsin #cos ¢
y =rsin dsin ¢
z=rcosf

j(p(r) =Ep(r),

tylko od dlugosci |r|.

)

Laplasjan we wspotrzednych sferycznych wyraza si¢ wzorem

? 20 1 o ctge o 1 0°
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or ror r°of r- o060 r°sin“fop
10 ,0 1 o . 0 1 0?
==—I"—+————SiN0—+—-5— 5
r-or or r°sin@oé 060 r°sin“8op

wiec rownanie Schrodingera przybiera postacé
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Far or

)+V(r)}¢>(r,6’,¢) =Eo(r,0,9).

Poniewaz kwadrat momentu pedu dany jest wyrazeniem

Lisin 0

P=C+LC+L=-n" -
sin @ 06

roOwnanie Schrodingera przybiera postaé
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]co(r,é’,co) =Eop(r,0,9).
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Zaktadamy teraz posta¢ funkcji falowej o(r)=R(r)Y(0,9) 1 oddzielamy
zalezno$¢ radialng od katowe;j

_ ﬁiﬁ 2 0 2(9 )
Y (6, ) 2 5y r o —R(r) +R(r)——22Y (0, ¢)
2mr 2
Hmnmnwa@_ERmva)Fgaaﬁﬁag
1 0.0 2mr 2mr 1 ., )
T R() o' or R()+ V(- +th(9,¢)L(9,¢)Y(9,(p)—O
—C =

Dostajemy dwa rownania, ktore zapisujemy w postaci

2mr 2 8r or  2mr?
L2(6,0)Y (0,9) = h’CY (6, ).

( n o 26 hC+V(r)]R(r) ER(r),

Widzimy, ze drugie rOwnanie jest rownaniem na funkcje wlasne 2. Jak bedzie
pokazane na kolejnym wyktadzie funkcje Y (0,9) to tzw. harmoniki sferyczne

Y, (0,9) , speiniajace rownanie
L*(0,0)Yi(0,0) = 111 +1)Y,,(6,9) ,
gdzie 1=0,1,2,...,a m=-1,-(1-1),...,-1,0,1,...,1 =11,

Poniewaz stata separacji C =I(l +1), rownanie radialne zapisujemy jako

n* o (2 0 +h |(|+1)

- 2mr? ar or  2mr? V(I‘)]R(r) ER(r)

=V__(r)
eff
Tak jak w przypadku klasycznego zagadnienia Keplera pojawil si¢ potencjat
efektywny V. (r), bedacy suma rzeczywistego potencjatu V(r) i potencjatu
odsrodkowego #I(1+1)/(2mr?).  Ten ostatni ma w mechanice klasycznej
zupetnie analogiczna postac tzn. L /(2mr?).
Wprowadzajac funkcje x(r)=rR(r), mamy

10,0 x(r) _ 1 8(8;((r)r_z(r)):£521(r)

rar o r  riorl or r or?

1 rownanie radialne staje si¢ jednowymiarowym rownaniem Schrédingera

( e Va (r)}c(r) E1)

ktore rozwigzemy przyjmujac coulombowski potencjat Vv (r).



