Wyklad XI Podstawy fizyki kwantowe]j

Moment pedu

Operator momentu pgdu definiujemy jako
L=rxp=—ihrxVv

wiec sktadowe L we wspotrzednych kartezjanskich rowne sa

L, =—in yg—zg , [y:—ih(zg—xg} L, =—in xZ_y ]
oz oy oX oz oy ~oXx
Latwo wykazaé, ze sktadowe momentu pgdu spelniaja nastepujacy zwigzek
komutacyjny

[L, Lj] = ihgijkLk , L], K,=XY,12
gdzie & jest tensorem calkowicie antysymetrycznym. Poniewaz poszczegolne

sktadowe operatora momentu L pedu nie komutujg ze soba, nie majg wiec tych
samych funkcji wlasnych, nie moga by¢ jednoczes$nie znane.

Wprowadziwszy operator %= I:i + I:2y + Iii mozna pokazac, ze
[(2,L]=0, i=xY,z

~

CO oznacza, 7e L? oraz Li maja wspolny zbioér funkcji wiasnych. Zwykle
rozpatruje si¢ L% oraz |:Z , ktore we wspotrzednych sferycznych majg postac

1a.alazj : 0

—— —sinfd—+ L, =—in—
sin@ o0~ 00  sin?0 dg* ’ op

L2=£§+£§+£§=_h2(

Funkcje wlasne

Latwo znalez¢ funkcje wlasne L, = -ind/d¢p okreSlone rOwnaniem
.. 0
—ih=®(p) =L 2(p),
®

gdzie L, jest warto$cig wlasng L,, a ®(p) funkcja wlasng, ktorg natychmiast
Lo

znajdujemy jako ®(p)=Ce " . Nalezy pamictaé, ze ¢ jest katem azymutalnym,
wiec musi zachodzi¢ ®(p) = ®(p+27) . Sprawia to, ze

L,=am, m=+£1+2,+3,...
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A zatem
1 .
q) —-_ = elm(p ,
n(9) N
27
gdzie stata normalizacyjna C zostata tak wybrana, ze j d(p|d>(go)|2 =1,
0

Znalezienie funkcji wlasnych L jest znacznie trudniejsze. Ograniczymy si¢
tutaj do stwierdzenia, ze

L2y, (6,0) =21 +1)Y, (6,0), 1=0123,...

gdzie funkcje Y, (0,90) nazywane harmonikami sferycznymi wyrazaja si¢
wzorem

(21 +1)(1 —|m)!
Az (1 +|m)!

PI" (cos@)e™,

Ylm(9!§0) = g\/

w ktorym e=(-1)" dlam>01 =1 dla m<0. Wspotczynnik normalizacyjny
jest tak wybrany, ze

2z T
IdZQ|YIm(9’¢)|2 = jdwjdesin 0N, (0,0) =1.
0 0

Harmoniki sferyczne tworzg zbior funkcji ortonormalnych tzn.

[d*QY(6,0)Y,(0,0) = 5" 5™

I sg rowniez funkcjami wiasnymi ﬁz przy czym

LY, (6,¢) =mmY, (6,¢), m=—-I,—(1-1),....-1,0,1,...,1 -1,

Pierwszych kilka harmonik wyraza si¢ nastepujaco:

1
Yoo(e’(o):ﬁ Y,,(6,0) = 15 (3cos? 6 -1)

T

YlO(Hv (D) = \ % COS@ Y2i1(0’¢) — $ gsin ecoseeil(ﬂ
Y1..(0,0) = 1,/% sin 9e*'? Y,.,(0,¢) = /% sin?@e*??
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Atom wodoru

Atom wodoru to uktad protonu i elektronu zwigzanych sila Coulomba.
Poniewaz mamy do czynienia z ukladem dwuczgstkowym, wiec punktem
wyjscia jest dwuczgstkowe rownanie Schrodingera. Zaktadajac nieobecno$¢ sit
zewnetrznych, w pierwszym kroku oddzielamy (swobodny) ruch §rodka masy
od ruchu wzglednego. Pojawia si¢ przy tym masa zredukowana uktadu proton-
elektron: x=m.m_ /(m,+m). Poniewaz m >>m,, wiec u~m,. Dalej zajmujemy
si¢ tylko ruchem wzglednym. Potencjal Coulomba jest sferycznie symetryczny,
tzn. zalezy tylko od r=|r|. Dokonujemy zatem separacji ruchu radialnego

1 katowego stosujagc zmienne sferyczne. Katowa czes¢ funkcji falowej jest
harmonika sferyczng Y,,(6,¢) .

Rownanie radialne

Radialna czg$¢ funkcji falowej R(r) spelnia wyprowadzone wczesniej
rOwnanie

h? drzd hl(l+l) e
2mr dr dr 2mr

]R( )=ER(r),

gdzie pojawit si¢ przyciggajacy potencjal Coulomba V(r)=-e’/r. Rownanie
mozna tez zapisa¢ w postaci
ot dt +h2I(I+1)
2medr mrdr 2m r?

eZJR(r) — ER(r).

Wprowadzamy nowg zmienng p=ar, gdzie « jest statg. Wtedy d/dr=ad/dp
I mamy

[d_z 2d I(I+1)+2me 1 2mE

R(p) = 0.
do®> pdp p*  Wa p h“j()

Stalg o wybieramy tak, ze

2mE 1 8m |E|

hz;Z =-7 = a-= (E<0).
Wprowadzamy tez oznaczenie A= / T , dzigki czemu mamy
d? 2 d | I+1
[ e ———jR(p)=o.
dp® pdp
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Duze odleglosci

Najpierw badamy zachowanie R(p), gdy p—>«. Wowczas rownanie na
R(p) przyblizamy:
d> 1
( ]R(p) =0.

dp? 4

+pl2

Znajdujemy dwa rozwigzania R(p)~e™'?, jednak rozwigzanie ze znakiem plus
odrzucamy, gdyz nie daloby si¢ ono unormowac, jest niefizyczne. A wigc na
duzych odlegtosciach mamy R(p) ~e*'?.

Male odleglosci

Teraz rozpatrujemy mate odlegtosci, gdy p — 0. Zakladamy, ze funkcja
R(p) ma posta¢ R(p) ~ p°, a wtedy rodwnanie radialne zamienia si¢ w

sS(s—Dp° 2 +25p° 2 =11+ p° 2+ 1p°" —%ps =0.

Gdy p—0, wiodacy wktad daja cztony bedace najnizsza potega p. Mozemy
wigc poming¢ dwa ostatnie czlony powyzszego rdéwnania, ktére podzielone
przez p*? daje rownanie kwadratowe s(s—-1)+2s—I1(1+1)=0 na wykltadnik s.
Roéwnanie to zapisujemy jako s®+s—I(1+1)=0. Wyrdznik rownania réwny jest
A=1+41(1+1) = (21 +1)*, a jego dwa rozwigzania to: s =(-1+(21+1))/2=1 oraz
s,=(-1-(21+1))/2=-1-1. Poniewaz s,<0, wiec rozwigzanie z tym
wykladnikiem bytoby osobliwe dla r=0. A zatem rozwigzanie rdéwnania
radialnego ma posta¢ R(p)~ p', gdy p—0.

Uwzgledniajac  zachowanie funkcji  R(p) na duzych i malych
odlegltosciach, ogbdlne rozwigzanie réwnania radialnego poszukujemy w postaci
R(p) = p'e *’?L(p). ROwnanie na funkcje L(p) wyglada nastepujaco:

(pdd : +[2(|+1)—p]i—u—l—1))up)=o.
P dp

Poziomy eneraqii

Dalsza analiza jest zblizona do tej opisanej w wyktadzie o oscylatorze
harmonicznym. Funkcje L(p) przedstawimy w postaci szeregu potegowego
1 pokazujemy, ze prezentuje on funkcj¢ rosngcg jak e”. Poniewaz czynito by to
funkcje falowa nienormowalng, potggowy szereg musimy oberwaé. Innymi
stowy, funkcja L(p) jest wielomianem. Podstawiajac wielomian do réwnania na
funkcje L(p), tatwo mozemy wykaza¢, ze A musi by¢ liczbg naturalna,
2=1,2,3,.... Prowadzi to do skwantowania energii bowiem
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2 4
2= | M o123, = E =T 1
n\ 2E,| 2n* n
4

Jesli wprowadzi¢ jest stalg Rydberga Ry = %, ktorej warto§¢ wynosi 13.6 eV,
to Ry

En = T

n

co zgadza si¢ z wynikiem otrzymanym w modelu Bohra.

Stowarzyszone wielomiany Laguerre’a

Réwnanie na L(p) Z A=n okazuje si¢ by¢ rownaniem na stowarzyszone
wielomiany Laguerre’a Lf(p) (p,q=0123,..):

(pdd (gL (g- p)]Lg(p):o,
o dp

gdzie p=21+1, a g=n+I. Stowarzyszone wiclomiany Laguerre’a L{(p) sa
zdefiniowane jako pochodne p -tego rzgdu wielomianow Laguerre’a L,(p)

_dv Lo(p) =1
LP(p)=— L, (p),
a(P) a7 4(P) (o) =1 p
przy czym Lz(p):1—2p+%p2
e d 3 1
L(P) = g7 P"): Li(p)=1-3p+ p" == p°

Radialne funkcje falowe

_ 1 (n=1-D' | 224
Rnl(r) - 2\/n3ag n[(n+|)!]3p € I-n+l (p) ’

2

gdzie a, = hz jest promieniem Bohra, p= 2y, Funkcje radialne s3

e B
wzajemnie ortogonalne, a stala normalizacyjna jest tak wybrana, ze

[dre’R, (NR,, () =5
0
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2 _r

Ry, (r) = g %

a

Pierwsze funkcje radialne: Ry (r) = —— (Z—L]e_z%

2°ad ag

1 [ o
R, (r) = ———e
21 23a§ \/§aa

Pelne funkcje falowe atomu wodoru
Van(r0,9) = Ry (N)Y,,(6,9)
Liczby kwantowe n,I,m zmieniaja si¢ nast¢pujaco

N=12,3,...
1=0,1,2,...,(n—1)
m=—l,—(1-1),...~1,0,1....1 =11

Funkcje falowe tworzg zbior ortonormalny

[dre?[d*Qy, (1, 6,0) Wy (r.0,0) = 575" 5™
0

Degeneracja poziomow energetycznych

Moéwimy, ze dany poziom energetyczny nie jest zdegenerowany, jesli temu
poziomowi odpowiada tylko jeden stan. Gdy danemu poziomowi odpowiada
kilka stanow, moéwimy, ze 6w poziom energetyczny jest zdegenerowany.

Energi¢ atomu wodoru okresla tylko liczba kwantowa n. Gdy mamy do
czynienia z najnizszym poziomem energii, wowczas n=1 oraz I=m=0. Czyli
najnizszy poziom energii — stan podstawowy — jest niezdegenerowany.

Energii pierwszego stanu wzbudzonego n=2 odpowiadaja cztery stany o
réznych (I,m): (0,0), (-1, (L0), (L1). Czyli pierwszy stan wzbudzony jest
czterokrotnie zdegenerowany.

Ogolnie n-ty stan jest zdegenerowany n® krotnie, co wykazujemy
sumujac stany odpowiadajace réznym | i m przy zadanym n. Przy danym |
mamy (21 +1) mozliwych m. Sumowanie po | daje:

n-1

(2I+1):1+3+5+...+2n—1:22n:n2.

1=0



