Wyktad III Mechanika statystyczna 1

Klasyczna mechanika statystyczna Gibbsa I

Wstepne uwagi

e Materia nas otaczajaca, w szczegolnosci gazy bedace centralnym obiektem naszego zaintere-
sowania, zbudowane sg z atoméw. Podstawa opisu gazu powinny by¢ tedy prawa mechaniki
rzadzace zachowaniem atomow.

e Liczba atoméw w uktadzie makroskopowym jest rzedu liczby Avogadro' N, ~ 6 - 1023,
wiec jesli nawet pominiemy strukture wewnetrzna atoméw i bedziemy je traktowali jako
klasyczne punkty materialne, liczba (sprzezonych) réownan ruchu jest tak wielka, ze ich
rozwiazanie jest zadaniem niewyobrazalnym.

e Makroskopowe charakterystyki gazu, np. ci$nienie, zaleza od zachowan poszczegolnych ato-
mow, lecz usrednionych po czasie 7 duzo dhuzszym niz charakterystyczny czas, w ktérym
atom gazu zmienia swéj stan. Jesli r(t) oznacza potozenia w chwili czasu ¢ wszystkich N ato-
moéw gazu tzn. r(t) = {ri(¢), r2(t), ...ty (t)}, a p(t) ich pedy p(t) = {p1(t), p2(?), ... pn(8)},
to celem mechaniki statystycznej jest okreslenie wielkosci

(A) = / ara(e(t), (), (1)

T

gdzie A(r(t), p(t)) jest charakterystykg gazu zalezng od polozen i pedéw wszystkich ato-
mow, ktora akurat nas interesuje.

e Hipoteza ergodyczna orzeka, ze Srednia po czasie réwna jest sredniej po zespole standow
mikroskopowych (mikrostanéw)

= / ara(e(t), p))

T
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gdzie d*Vr = d°rid®ry ... d°ry, PN = [2nn (anh? - (k) @ mikrostanem (r,p) jest

zbior potozen i pedéw wszystkich czasteczek gazu zgodnych z danym makrostanem okre-
slonym przez takie parametry jak objetos¢ i energia, p(r,p) jest gestoscia czy czestoscia
wystepowania mikrostanu (r,p). Cho¢ zajmujemy sie tutaj teoria klasyczna, wprowadzi-

lismy statg Plancka h = %, aby element przestrzeni fazowej d37"(2f£’)3 byt bezwymiarowy,

czego uzytecznosé ujawni sie wkrotce, a takze po to, zeby podejscie klasyczne tatwiej byto
porownaé z kwantowym, ktére oméwimy poznie;j.

e Hipoteza ergodyczna jest obszarem aktywnych badan, gtownie matematykow. Zachowania
pewnych prostych uktadéw mechanicznych sg zgodne z hipoteza, inne zdaja sie jej przeczyc.
Nasza wiedza o ewolucji w przestrzeni fazowej uktadow tak ztozonych jak cho¢by najprostsze
gazy jest wcigz ograniczona, wiec hipoteza ergodyczna jest daleka od rozstrzygniecia.

e Mechanika statystyczna Gibbsa zaktada prawdziwos¢ hipotezy ergodycznej i opisuje uktady
statystyczne, usredniajac wielkosci mikroskopowe po odpowiednio wybranych, w zaleznosci
od warunkéw zewnetrznych, zespotach mikrostanow.

T Amedeo Avogadro (1776 - 1856) — wtoski fizyk, jeden z twércéw atomistycznej teorii budowy materii.
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Zespo6t mikrokanoniczny

e Zespot mikrokanoniczny jest zbiorem mikrostanéw uktadu izolowanego, przy czym zakta-
damy, ze mikrostany sa réwnomiernie roztozone w przestrzeni fazowej, a wiec gestos¢ mi-
krostanow jest stata tzn. p(r, p) = const. Poniewaz wybor konkretnej wartosci tej statej nie
ma zadnego znaczenia, jak pokazuje réwnanie (2), wybieramy p(r,p) = 1. Innymi stowy
przyjmuje si¢, ze wszystkie mikrostany uktadu izolowanego sa rownoprawdopodobne - jest
to fundamentalne zatozenie rownych a priori prawdopodobienstw.

e Mowienie o prawdopodobienstwie jest tutaj nieco mylace, gdyz mechanika klasyczna jest
teorig deterministyczna, nie za$ probabilistyczng. Powinno sie wigc raczej mowic o zatozeniu,
ze wszystkie mikrostany uktadu izolowanego wystepuja rownie czesto w trakcie jego ewolucji
czasowej, lub inaczej, ze czestos¢ wystepowania jest taka sama dla wszystkich mikrostanow.

e Twierdzenie Liouville’a stwierdza, ze w uktadach konserwatywnych lokalna gestos¢ mikro-
stanow jest stata wzdtuz trajektorii czastki, wiec jesli poczatkowo rozktad mikrostanow jest
jednorodny, to takim pozostaje w pozniejszych chwilach czasu. Niestety zatozenia o réwnych
prawdopodobienstwach to istotnie nie uprawomocnia.

e Podstawowa wielkoscia zespotu mikrokanonicznego jest jego (bezwymiarowa) objetosé fa-

ZOWa
d3N

Ty(U,V) = / A —— (3)

USHSU+8U (2mh)3N’

gdzie H(r,p) jest funkcja Hamiltona uktadu. Catkowanie wykonujemy po takich potoze-
niach i pedach wszystkich czastek, ze ich calkowita energia miesci sie miedzy U a U + 0U.
Wielkos¢ oU jest doktadnodcig z jaka okreslamy energie uktadu.

e Zamiast ograniczaé¢ obszar catkowania, mozna pod catke (3) wstawi¢ funkcje

(U—H)Q]’

2050)? (4)

exp |-

ktora spowoduje podobny skutek. Poniewaz

1 (U —H)*7 su—o
—_— —_ o(U — 5
5o O | g | W ) (5)
gdzie 6(U — H) jest delta Diraca, definicje (3) mozemy przepisa¢ w bardziej uzytecznej
postaci
3N d*Np
In(U,V) = 5U/d " R 5(U ~ H(r,p)). (6)

Zauwazmy, ze funkcja Diraca ma wymiar odwrotnosci swojego argumentu. To chociazby
wymaga pojawienia si¢ czynnika oU, ktérego warto$¢ nie ma jednak zadnego istotnego
znaczenia i dlatego pominelisSmy w réwnaniu (6) dodatkowy mnoznik /2.

e Zwiazek z termodynamika okreélamy, definiujac entropie uktadu stynnym wzorem?
S(U,V)Ek?BIIlFN(U,V), (7)

w ktorym kp = 1.38-1072% % jest stalg Boltzmanna. Dzigki niej entropie wyrazamy w jed-
nostkach % Zgodnie ze wzorem (7) entropia danego stanu makroskopowego jest logarytmem
z liczby mikrostanow, ktore realizuja ten makrostan.

2Wzér ten w postaci S = klogW umieszczony jest na nagrobku Ludwiga Boltzmanna (1844 - 1906).
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e Wykazemy teraz, ze entropia okreslona wzorem (7) ma dwie wlasnosci entropii termody-
namicznej. Po pierwsze, ze jest wielkoscig ekstensywna, po drugie zas, ze temperatura T’

otrzymana z formuty
+=(5) 0
T \oUu/v’

jest wspoélna dla uktadow w réwnowadze. Aby wykaza¢ wspomniane dwie wlasnosci, po-
dzielmy nasz uktad na dwa poduktady takie, ze

N = N, + Ny, V=V,+V, H="H,+H,. 9)

Objetosé fazowa catego uktadu zapisujemy teraz jako
1 (U
In(U,V) = W/ dU, T, (Ua, V) Dy (U — Ua, V). (10)
0

Widzimy, ze podstawiajac objetosci fazowe w postaci (6) do wzoru (10) i wykonujac cal-
kowanie po U,, objetoé¢ fazowa catego uktadu znéw ma postaé (6). Niech U, = U, bedzie
wartoscia energii poduktadu a, przy ktérej funkcja podcatkowa osiaga maksimum. Wowcezas
wartosé catki (10) mozna oszacowaé z dotu i z géry, mnozac warto$é funkcji podcatkowej
w maksimum przez doktadnos¢ okreslenia energii, czyli U, lub przez caly zakres catkowania
to jest U. W ten sposob znajdujemy

~ ~ U ~ _
FNa(Uaa ‘/a> FNb(Ub7 ‘/b) < FN<U7 V) < W FNa(Uav ‘/CL> FNb(Uln ‘/b)a (11)
gdzie U, = U — U,. Jedli zlogarytmujemy nieréwnosé (11) i skorzystamy z definicji (7),
dostajemy
- - - - U
Sa(Ua, ‘/a) + Sb(Ub, Vb) < S(U, V) < Sa<Ua, Va) + Sb(Ub, %) + kpln @ (12)

Zwr6émy uwage, ze S 1 U/6U sa rzedu N, co bedzie ewidentne, gdy wkrdtce rozwazymy
gaz idealny, wiec dolne i gbrne oszacowanie ro6zni sie o wielko$¢ rzedu In N. Nalezy przy tym
pamigtac, ze N > In N, bo N > 1. Dochodzimy wigc do przyblizonej rownosci

S<U7 V) = Sa(Uaa ‘/a> + Sb(Uln ‘/b)u (13)
ktora oznacza ekstensywnosé entropii.

e Zauwazmy teraz, ze skoro U, jest energia poduktadu a, przy ktérej funkcja podcatkowa we
wzorze (10) osiaga maksimum, to zachodzi

0
ou,

Tn, (Ua, Vi) T, (U = Uy, Vi) — 0. (14)

Ua=Uq
Obliczajac pochodna, warunek (14) mozemy zapisaé jako

1 aFNa(Uaa ‘/a) _ 1 aPNb(UIN %) (15)
FNa(Ua; ‘/a) aUa FNb(Uba ‘/b) a(_]b 7

co po skorzystaniu z definicji entropii (7) i termodynamicznej tozsamosci (8) daje T, = Ty.
Widzimy, ze dwie czesci tego samego uktadu bedacego w rownowadze, lub dwa poduktady
bedace wzajemnie w rOwnowadze, maja te sama temperature, co jest wlasnie jej fundamen-
talna wlasnoscia.
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Gaz idealny

e Rozwazmy teraz gaz idealny, czyli uktad, ktérego energia jest zdominowana przez energie
kinetyczna tworzacych go czastek, tak ze energie potencjalng mozna w catosci pomingé.
Wowcezas funkcja Hamiltona ma postaé

P
HZZQ

i—1 <1

2
]

(16)

gdzie m jest masa czastki gazu.

e Podstawiwszy funkcje Hamiltona (16) do wyrazenia na objeto$¢ fazowa (6), wykonujemy
trywialne catki po potozeniach wszystkich czastek, z ktérych kazda daje czynnik V| i tak
otrzymujemy

N [ &y Ppo d*pn Y p
En(UV) =80V [ s e (U 2 g ) 1)

i=1

Obliczenie catek po pedach utrudnia obecno$¢ delty Diraca, ktorej pozbywamy sie, doko-
nujac transformacji Laplace’a objetosci fazowej wzgledem U. Obliczamy wiec

Tn(3,V) :/OoodUe—ﬁUrN(U, V), (18)
co daje
B N [ Ppr dPpo d*py Y p?
Cw(3.v) =0V | (rh)? 2rh) " (2rhys P ( > 2m>‘ (19)

Widzimy, ze calki po pedach faktoryzuja sig, to znaczy wyrazenie (19) mozna przedstawi¢
jako iloczyn N calek, kazda po pedzie jednej czastki. Jesli catke po pedzie jednej czastki
zapiszemy we wspolrzednych kartezjanskich, to nastepuje jeszcze faktoryzacja na trzy catki
po sktadowych pedu p,, p, 1 p.. Tak zatem objetosé fazowa (19) przyjmuje postaé

Cn(B,V) = 5UVN{ b exp < - ﬁPQ)rN (20)
MU oo 27h om )]

Wykonujac catke gaussowska wedle wzoru
e 21
[m xe o (21)

znajdujemy
m 1%

n(3,V) = 8U VN{ ] 22
N(ﬂ? ) 27Tﬁh2 ( )

Aby otrzymaé I'y (U, V'), nalezaloby wyliczy¢ odwrotna transformacje Laplace’a, co wymaga
pewnej wiedzy z analizy zespolonej. My skorzystamy z gotowego wzoru

o0 _ F(z/ + 1)
BUTTV
/0 dU e U” = —T (23)

gdzie 0 < v € R, a I'(z) jest funkcja gamma, ktéra dla argumentu bedacego liczba catkowita
wyraza si¢ przez silnie, to jest I'(n) = (n — 1)!. Zauwazmy, ze calka (23) jest elementarna

dla catkowitych wartosci v. Wykorzystujac wzor (23) z v = % — 1, znajdujemy
3N 3N
24V UTil
r =5 N{ = } ’ 24
WU, V) = U VY| (24)

()
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e Jesli przyjaé¢ grube oszacowanie funkeji I'(z) jako ~ z* dla x > 1, objetosé¢ fazowa gazu
idealnego ostatecznie wynosi

e Zgodnie z definicja (7) entropia dana przez objetosé¢ fazowa (25) réwna jest

V(x| 20

gdzie pomineliSmy jako zaniedbywalnie maly czton ln%U rzedu In N. Zwroémy uwage, ze
argument logarytmu w (26) jest, jak i powinien by¢, bezwymiarowy.

S(U,V) = NkgIn

e Korzystajac z tozsamosci (8), znajdujemy odwrotna temperature jako
1 3Nkp

- 27
= 27 (27)
co przeksztatcone daje stynny wzor
3
U= §N kgT. (28)
e (Cisénienie definiujemy poprzez tatwa do wykazania tozsamos¢ termodynamiczng
oS
= T() ) 29
p ), (29)
ktora prowadzi do dobrze znanego rownania stanu gazu doskonatego
pV = NkgT. (30)

Tak zatem wyprowadziliémy, stosujac zesp6t mikrokanoniczny, wlasnosci gazu idealnego.

Paradoks Gibbsa

e Podzielmy myslowo uktad z gazem idealnym na dwie czedci tak, ze

N =N, + Ny, V=V, + Vs, U=U, + Us, (31)
przy czym
N_M_N v_t_b (32)
1% Vi Vy' N N Ny

co oznacza, ze gesto$¢ czastek i energia na jedng czastke sa w obu poduktadach rowne sobie.
e Spodziewamy sie, ze zachodzi
S(U, V) = S1(Up, V1) + So(Us, V). (33)

Gdy zastosujemy wzér (26), réwnosci (31, 32) i policzymy entropie po lewej i prawej stronie
réwnania (33), spotyka nas przykra niespodzianka - relacja (33) nie zachodzi, bo

NInV # NyInVj) + Nyln 'V, (34)

o czym tatwo sie przekonaé wybierajac np. Ny = Ny = N/21 V) = V4 = V/2. Obliczanie en-
tropii na dwa sposoby dalo r6zny wynik. Zaistniaty problem nazywa sie paradoksem Gibbsa,
ktory zwykle przedstawia si¢ jako nieprawomocny wzrost entropii przy mieszaniu dwoch
porcji takiego samego gazu.
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e Rozwiazanie paradoksu polega na podzieleniu objetosci fazowej (3) lub (6) przez N!, aby
wyeliminowaé¢ mikrostany rézniace si¢ jedynie przypisaniem numeréw czastek pozycjom i pe-
dom w przestrzeni fazowej. Jesli bowiem mamy N czastek i N par potozenie-ped, to czastki
mozemy przypisa¢ tym parom na N! sposobow. Gibbs w przebtysku geniuszu domyslit
sie tego rozwigzania nim jeszcze narodzita si¢ mechanika kwantowa, ktora usankcjonowata
fundamentalng nierozréznialnosé¢ czastek identycznych.

e Uwzgledniwszy czynnik 1/N! w definicji objetosci fazowej (6), zamiast formuty (26) znaj-
dujemy entropie jako

Vi m U\3?
= Nkgln |— —

SWWV) = Nkgln [N(?ﬂrh? N> } (35)
co odpowiada odjeciu Nkgln N od wyrazenia (26). Wprowadzona zmiana nie ma wplywu
na energie (28) i réwnanie stanu (30), usuwa natomiast paradoks Gibbsa, gwarantujac
zachodzenie réwnosci (33), jesli spetnione sa (31, 32).

e Pojawia sie trudne pytanie, dlaczego wystapil paradoks Gibbsa, skoro udowodnilismy eks-
tensywnosé entropii, czyli wzér (13), a z drugiej strony, czy dowdd réwnosci (13) zachowuje
swa moc, jesli wprowadzimy dodatkowy czynnik % w definicji objetosci fazowej (3). Dowdd
ekstensywnosci entropii mozna pogodzi¢ z dzieleniem przez N!, jesli przyjac¢, ze w przypad-
ku dwoch wydzielonych poduktadéw czastki nalezace do jednego z nich sa nierozroznialne
miedzy soba, lecz odrdézniaja sie od czastek z drugiego poduktadu. Wowcezas objetosé fazowa
catosci, jak we wzorze (10), zawiera czynnik m nie za$ 5 1 dow6d réwnosci (13) przebie-
ga bez zmian. Jezeli czastki nalezace do réznych uktadéw traktujemy jako nierozréznialne,

N:

we wzorze (13) wystapi dodatkowy czynnik Y222 i réwnosé (13) jest naruszona.



