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Klasyczna mechanika statystyczna Gibbsa 11

W poprzednim wyktadzie wprowadzilismy podstawowe pojecia mechaniki statystycznej Gib-
bsa i odnoszacy sie do uktadéw izolowanych zespot mikrokanoniczny, ktory wykorzystalismy do
opisu gazu idealnego. Czesto mamy do czynienia z uktadami, ktére sg w kontakcie cieplnym
z otoczeniem, wiec zespot mikrokanoniczny nie jest najodpowiedniejszy. Ponadto przeprowadze-
nie rachunkéw w tym zespole nastrecza powazne trudnodci, jesli wyjs¢ poza gaz idealny. Celowe
wiec jest wprowadzenie zespotu kanonicznego, wlasciwego dla uktadu w kontakcie cieplnym z ter-
mostatem.

Zespo6l kanoniczny

o Gestos¢ mikrostanéw w zespole kanonicznym wyprowadzimy, rozwazajac maty poduktad,
oznaczany nr 1, uktadu izolowanego. Przyjmujemy, ze

N:N1+N2, H:H1+H2, (1)
gdzie N, Ny, Ny to odpowiednie liczby czastek, a ‘H, H;, Hy funkcje Hamiltona, przy czym
Ni < No, Hi1 < Hs. (2)

Aby energia catego uktadu byta sumg energii dwoch poduktadéw, wystepujace oddziatywa-
nie powinno by¢ krétkozasiegowe, a uktady odpowiednio duze, aby efekty powierzchniowe
mozna byto zaniedbaé.

e Jedli p(ry, p1) jest gestoscia mikrostanéw poduktadu 1, to spodziewamy sie, ze

p(rlvpl) NFNz(U_U1)7 (3)

gdzie 'y, (U — Uy) jest objetoscia fazowa poduktadu 2 liczona w zespole mikrokanonicznym,
a falka oznacza proporcjonalnosé. Poduktad 2 nie jest w pelni izolowany, ma bowiem kontakt
z poduktadem 1, lecz jest, ze wzgledu na warunki (2), izolowany w przyblizeniu. Dlatego
stosujemy do niego zesp6t mikrokanoniczny. Skorzystawszy z definicji

S(U,V)=kgInT'y(U, V), (4)
relacja (3) przybiera postaé
p(ri,p1) ~ exp leSQ(U — U, Vo). (5)
Poniewaz U > Uy, rozwijamy Sa(U — Uy, V) w szereg Taylora
S~ Uy, Vi) = $3(0, Vo) - P2 ), ©)

co po zastosowaniu tozsamosci termodynamiczne;j

1 08

(@), »
T oU /v

pozwala zapisa¢ relacje (5) jako

Uy
kgT

p(ri,p1) ~ exp [;BS(U, V)} exp {—

? (8)
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gdzie w pierwszym cztonie zastapiliSmy jeszcze Sy przez S'i Vs przez V', dzigki czemu pierw-
szy czynnik wcale nie zalezy od parametréw poduktadu 1. Gestos¢ mikrostanéw poduktadu
1 determinuje drugi czynnik. A zatem gestos¢ mikrostandéw w zespole kanonicznym okre-

slamy jako
H(r,p)

9
kgT |’ (9)
gdzie pomineliémy juz indeksy 1 i 2, jako ze poduktad 1 jest obiektem naszego zaintereso-
wania, a poduktad 2 traktujemy jedynie jako termostat o temperaturze T'.

p(r,p) = exp [ -

e W zespole kanonicznym zamiast objetosci fazowej definiujemy sume statystyczna

1 d*Np H(r,p)
TV E—/d‘w L [— ! } 10
QN( ) N! r (zﬂ_h)SN exp kBT ( )
gdzie &*Nr = &Bridry ... dPry, (jj;gN = (5;233 (gjrgig (gjr%vg,. Czynnik w7 powoduje, ze

mikrostany réznigce sie od danego jedynie innym przypisaniem identycznych czastek do par

potozenie-ped nie sg uwzgledniane. Zauwazmy, ze z doktadnoscig do nieistotnego czynnika

0U, suma statystyczna jest transformatg Laplace’a po energii U objetosci fazowej w zespole
1

mikrokanonicznym, a zmienng sprzezong z U jest § = BT

e Zwiazek z termodynamika ustanowiony jest przez zapostulowanie nastepujacych relacji
okreslajacych energie wewnetrzng i energie swobodng uktadu:

_ _ 11 ey dp H(r,p)
UT,V) = (H) = QN(V’T)N!/ " ey Hp) exp[— = } (11)
F(T,V) = —ksTInQn(T,V). (12)

Pierwsza relacja jest calkiem oczywista - energia wewnetrzna jest wartodcig $rednig po
zespole kanonicznym funkcji Hamiltona. W przypadku drugiej, nalezaloby pokazac, ze jest
ona zgodna z termodynamiczna definicja energii swobodnej

F=U-TS. (13)
Aby to wykaza¢, zauwazmy na poczatek, ze

9
-

gdzie B = RB%T Teraz zamieniamy zmienng 3 na T, a In () zastepujemy, zgodnie z relacja

U

(H) = In Qu, (14)

(12), przez —kBLT. Tak dostajemy

0 (F oF
U:—T2<<>> :F—T<> : 15
oT\T))v oT ) v (15)
Po skorzystaniu z tatwej do udowodnienia tozsamosci termodynamicznej
OF
S—— () , 16
o7 ), (16)

réwnosé (15) staje sie rownowazna termodynamicznej definicji energii swobodnej (13).
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Gaz idealny

e Obliczenie sumy statystycznej gazu idealnego przebiega tak samo jak gestosci fazowej pod-
danej transformacji Laplace’a, co byto szczegétowo omdwione w poprzednim wyktadzie.
Nastepuje mianowicie petna faktoryzacja catek po potozeniach i pedach, co prowadzi do

wzoru
VN[ o dp, P2 N UNN rmk TN S
T —_ — z = — _— 1
(T V) =T [ o0 21h eXp( 2kaT) (N) ( o ) - D

gdzie dla uzyskania ostatecznego wyrazenia wykonaliémy catke gaussowsks i N! przyblizy-
lismy przez NV,

e Energia swobodna gazu idealnego, zgodnie z okresleniem (12), wynosi

F(T = —NkgTh | = —= 1
(V) & H{N<27rh2> } (18)
o Wykorzystawszy relacje (15), znajdujemy energie gazu idealnego jako
3

U= §N kgT. (19)

e (Cisénienie wyliczone z pomocg tozsamosci termodynamicznej
OF
=—|= 20
b <8V>T’ (20)
spelnia znane réwnanie stanu gazu doskonatego
pV = NkgT. (21)

Tak zatem wyprowadziliSmy ponownie wlasnosci gazu idealnego, tym razem stosujac zespot
kanoniczny.

e Wyprowadzmy jeszcze, gtownie na potrzeby przysztych rozwazan, entropie gazu idealnego.
Korzystajac z relacji (16), znajdujemy
v

S(T,V) = Nksln {N<

mksT\31 3
2sz2> } §Nk3' (22)

Fluktuacje energii

e W zespole mikrokanonicznym energia uktadu jest $cisle okreslona, natomiast w zespole ka-
nonicznym temperatura jest zadana, za$ energia uktadu fluktuuje. Zachodzi pytanie, jak
duze sg te fluktuacje i w jakich warunkach opis przy zastosowaniu zespotu mikrokanonicz-
nego jest réwnowazny opisowi wykorzystujacemu zespot kanoniczny.

e Fluktuacje energii definiujemy jako wariancje funkcji Hamiltona

(H—(H))*) = (H*) — (H)". (23)
e Jak juz wiemy 5
(H) = —%hl Qn =U, (24)

gdzie § = @%
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e Nietrudno zauwazy¢, ze

1 0°Qn
H?) = — , 25
) = 5= (25)
co po przeliczeniu rowne jest
0? 0 2
=1 —1 ) : 26
(M) = 5 mQ + (55 @ (26)
Drugi czlon w réwnaniu (26), zgodnie z formuta (24), wynosi U2, a pierwszy obliczamy
nastepujaco
0? ou ou
C mQy=-2 =k T2<> — kpT2C 27
532 n QN EX B oT ) B Vs (27)
gdzie C'y jest pojemnoscig cieplng przy stalej objetosci.
e Ostatecznie znajdujemy
(H?) = (H)? = kpT*Cy. (28)

e Oszacujemy co do rzedu wystepujace w rownaniu (28) wielkodci. Zaréwno (H?) jak i (H)?
sg rzedu N2, natomiast Cy jest rzedu N. Zmiany energii sg zatem duzo mniejsze od samej
energii. Sprawia to, ze opis przy zastosowaniu zespotu mikrokanonicznego jest réwnowazny
opisowi wykorzystujacemu zesp6t kanoniczny, pod warunkiem wszakze, ze Cy jest wielkoscig,
skoniczong.

e Pojemnoscé cieplna w pewnych wyjatkowych warunkach, jak tzw. przejscia fazowe drugiego
rodzaju, staje sie nieskonczona. Fluktuacje energii uktadu sg wtedy rowniez nieskonczone
i réwnowaznos¢ zespotow mikrokanonicznego i kanonicznego zatamuje sie.



