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Kinetyczna teoria gazéw I

Omowiona poprzednio mechanika statystyczna Gibbsa opisuje uktady bedace w réownowadze
termodynamicznej. Teraz zajmiemy sie drugim filarem mechaniki statystycznej - teorig kinetyczna,
ktéra odnosi si¢ nie tylko do uktadow réwnowagowych, lecz takze do nieréwnowagowych. Co
wiecej zas ma ambicje wyjasni¢ fundamentalng kwestie, dlaczego ewolucja czasowa uktadow
makroskopowych jest jednokierunkowa, dlaczego uktady takie daza do rownowagi.

Teoria kinetyczna jest nauka niezwykle bogata. My skupimy sie na jej najprostszym, naj-
starszym i najlepiej rozpoznanym fragmen - klasyczna teoria kinetyczng rozrzedzonych gazow,
zainicjowang miedzy innymi pracami Maxwella!, a stworzong w gltéwnej mierze przez Boltzman-
na.

Bedziemy przyjmowac, ze gaz jest rozrzedzony, to znaczy rozmiar czastek, czy tez zasigg ich
wzajemnego oddziatlywania jest duzo mniejszy niz $rednie odlegtosci miedzy czastkami. Dzigki
temu zachowujg sie one w przyblizeniu jak czastki swobodne, a silne oddzialtywania wystepuja
jedynie w krotkich chwilach, gdy dochodzi do zderzen. Pomijaé¢ bedziemy, typowe dla cieczy,
jednoczesne oddzialywania wiecej niz dwoch czastek.

Funkcja rozkladu

e Centralnym obiektem teorii kinetycznej jest funkcja rozktadu, ktora oznaczaé bedziemy jako

f(t,r,p). Wielkosé
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moéwi jaka jest w chwili ¢ liczba czastek gazu w objetosci przestrzeni fazowej @y Wo-

f(t,r,p)

két punktu (r,p) tej przestrzeni. Nalezy przy tym podkresli¢, ze owa objetosé fazowa jest
infinitezymalnie mata z makroskopowego punktu widzenia, a na tyle duza mikroskopowo,
ze miesci sie w niej wielka liczba czastek gazu. Nie ma klopotu z jednoczesnym spetnie-
niem obu warunkéw, jeéli uswiadomimy sobie, ze w jednym cm?® powietrza w warunkach
normalnych mamy az 101 atoméw.

e Calka po potozeniu i pedzie z funkcji rozktadu daje catkowita liczbe czastek uktadu, czyli

drd®p
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e Zalezne od czasu i potozenia gestos¢ czastek oraz strumien dane sg wzorami
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gdzie m jest masg czastki, a v = 2 predkoscia.

e Gaz jest rozrzedzony, wiec poza krotkimi momentami zderzen czastka nie oddziatuje z in-
2
nymi czastkami. Jej energia zatem dana jest formulg e, = -, a gestos¢ energii gazu wynosi

[ s ol tx.) = <lton) )

1James Clerk Maxwell (1831 - 1879) - fizyk szkocki, twérca elektromagnetyzmu, jeden z inicjatoréw kinetycznej teorii gazéw.
2Ludwig Boltzmann (1844 - 1906) - fizyk austriacki, twérca kinetycznej teorii gazéw, podal pierwsze statystyczne objasnienie
drugiej zasady termodynamiki.
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dl=v_dt

Rysunek 1: Ciénienie wywierane na powierzchnie A jest skutkiem zderzen czastek gazu z ta powierzchnig.

e Jesli gaz znajduje si¢ w zewnetrznym polu sit potencjalnych, np. w polu grawitacyjnym,
i czastki gazu poza energia kinetyczna maja energie potencjalna v(r), woéwczas

/ (;;};3 (192 + v(r))f(t, r,p) = e(t,r). (6)

2m

Gaz rownowagowy

Przewidywania teorii kinetycznej dotyczace gazu bedacego w rownowadze termodynamicznej
zgadzaja sie, oczywiscie, z wynikami mechaniki statystycznej Gibbsa. Wyprowadzimy teraz jed-
nak dwie znane juz formuty opisujace gaz idealny, aby przyblizy¢ metody stosowane w teorii
kinetycznej.

e Podstawa niemal wszelkich rozwazan prowadzonych na gruncie teorii kinetycznej jest funk-
cja rozktadu. Zaczniemy wiec od okreslenia jej postaci w przypadku gazu réwnowagowego.
Pamietajac jak wyglada suma statystyczna klasycznego gazu idealnego, w ktérym poszcze-
gblne czastki sg niezale?ne od siebie, domyslamy sie, ze rownowagowa funkcja rozktadu jest
proporcjonalna do ¢ BT Dobierajac stala normalizacyjna tak, aby spelni¢ réwnanie (2)
otrzymujemy funkcje

2T )3/2]\7 __»°
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zwang rozktadem Maxwella-Boltzmanna. W dalszej czedci wyktadu pokazemy, ze funkcje
réwnowagowa (7) mozna wyznaczy¢ w ramach teorii kinetycznej bez odwolywania sie do
mechaniki statystycznej Gibbsa.

e Podstawiajac funkcje (7) do réwnania (5) i obliczajac proste caltki gaussowskie znajdujemy

gestosé energii gazu jako
_3 knT N (8)

£ = 9 B V

e Obliczymy teraz cisnienie gazu idealnego, wykorzystujac proste pojecia mechaniczne. Ci-
$nienie wywierane przez gaz na Scianke naczynia o powierzchni A jest skutkiem zderzen
czastek gazu z ta powierzchnia. Przyjmujemy, ze zderzenia sa elastyczne. Jesli wiec ped
czastki wynosi przed zderzeniem p = (p,, py, P-), a powierzchni¢ A umiescimy w plaszczyz-
nie yz, to ped po zderzeniu réwny jest p’ = (—ps, py, p2). A zatem ped przekazany $ciance
naczynia wynosi 2p,. Zauwazmy teraz, ze czastki o predkosci v,, ktore trafiaja w Scianke
naczynia w czasie dt znajduja sie, jak pokazuje Rys. 1, w objetosci dV = Av,dt. Pamietajac,
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ze cisnienie p to sita dziatajaca prostopadle do powierzchni przypadajaca na jednostke tej
powierzchni i uwzgledniajac, ze sita to przekaz pedu w jednostce czasu, znajdujemy znane
wyrazenie

- Py Avgdt —— [
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gdzie skorzystaliSmy ze wzoru

/OOO do e = \ZF (10)

Calkowanie po p, rozciaga sie w wyrazeniu (9) tylko po dodatnich wartosciach, aby uwzgled-
ni¢ jedynie czastki zblizajace sie do $cianki, a pominac¢ te, ktore sie oddalaja.

Bezzderzeniowe réwnanie kinetyczne

Wyprowadzimy teraz réwnanie spetniane przez funkcje rozktadu, czyli rownanie kinetyczne,
zwane tez réwnaniem transportu lub rownaniem Boltzmanna. Poczatkowo pominiemy catkowicie
zderzenia w gazie, uwzglednimy natomiast zewnetrzne pole sit.

e W chwili ¢ funkcja rozktadu wynosi f(¢,r, p). Po uptywie krotkiego odcinka czasu dt funkcja
ma postaé f(t+ dt,r + dr,p + dp), ktora rozwijamy w szereg Taylora

of(t,r,p)
T

gdzie V,, jest gradientem po zmiennych pedowych.

f(t+dt,r+dr,p+dp) = f(t,r,p) dt+Vf(t,r,p)-dr+V,f(t,r,p)-dp, (11)

e Skoro pomijamy zderzenia w gazie, lecz uwzgledniamy dziatanie sity zewnetrznej F, poto-
zenia i pedy czastek ulegaja nastepujacym zmianom po uptywie czasu dt

dr = vdt = 2t dp = Fdi, (12)
m

gdzie v jest oczywiscie predkoscia czastki. Podstawiajac wzory (12) do réwnania (11) otrzy-
mujemy

f(t+dt,r +dr,p+dp) = f(t,r,p) + <86t +v-V+F(r)- Vp)f(t,r,p) dt. (13)

e Funkcja rozktadu okresla, jak pamietamy, gesto$¢ czastek w przestrzeni fazowej. Poniewaz
czastki znajdujace sie w chwili ¢ w punkcie (r, p) przesunety sie do punktu (r + dr, p + dp)
po upltywie czasu dt, to gesto$¢ fazowa w obu punktach jest taka sama, czyli

f(t,r,p) = f(t +dt,xr +dr,p + dp), (14)

co zastosowane do rownosci (11) daje poszukiwane bezzderzeniowe réwnanie kinetyczne

<§t +v- V+F(r)~Vp>f(t,r,p) =0. (15)
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e Gdy nie wystepuje sita zewnetrzna F, funkcja rozktadu postaci

f(t7 r, p) = h(I‘ - Vta p)> (16)

gdzie v.= 2 a h(r,p) jest dowolng funkcja, spetnia réwnanie kinetyczne (15). Aby sie
o tym przekonaé¢, wprowadzamy zmienng s = r — vt i wykonujemy prosty rachunek

0 ds' . 0s"\ Oh(s,p) .\ Oh(s,p)
— . = | — J — - [ =t L2 I S A 1
(aﬁv V)““’p) <0t v aw‘) dsi ( ! +“> o~ (17)
ktory ten fakt potwierdza.

Rozlot gazu w proéznie

Rozwiazanie (16) wykorzystamy do opisania nastepujacej sytuacji. Mamy gaz, bedacy w réw-
nowadze termodynamicznej, zamkniety w naczyniu. W pewnej chwili ¢y usuwamy Scianki naczy-
nia i gaz rozlatuje sie w proznie. Jak przebiega proces rozlotu?

e Aby uproéci¢ analize problemu, naczynie z gazem zastepujemy gaussowskim rozktadem
gestosci czastek. Poczatkowa funkcja rozktadu przyjmuje wowcezas postaé

N 2m 8/2 _2rL22 P N _% __p>
( /_27TL0)3 (kaT> e “oe 2mkp :WE 0 e kT (18)

gdzie Lg jest rozmiarem naczynia.

ft=0,r,p) =

e Zgodnie z rozwigzaniem (16), funkcja rozktadu w chwilach czasu t > 0 wyglada nastepujaco

N et g2
212 ok
(mkpTI2pR ¢ ¢ (19)

f(t,r,p) =

e Jedli funkeje (19) wycatkujemy po potozeniu, stwierdzamy, ze rozktad pedowy, ktéry wynosi

2 3/2 _ _p?

jest niezmienny czasie. Niczego innego nie nalezato sie spodziewaé, skoro czastki gazu nie
oddziatujg.

e Wykonujac natomiast catkowanie po pedzie, co jest nieco zmudne, znajdujemy zgodnie ze
wzorem (3), zalezna od czasu gestosé czastek

/ m "N mr? 21
pltr) = <27r(ng n kBTt2)> P ( T o(miId + kBTt2)>’ (21)

ktéra scatkowana po polozeniu daje, oczywiscie, liczbe czastek N. Formula (21) pokazuje
,rozpltywanie sie” obszaru zageszczenia czastek. Wielko$é tego obszaru L(t), okreslona jako
dyspersja rozktadu gestosci, czyli pierwiastek z wariancji, dana jest formuta

L(t) = \/(r2) — (r)? = ¢Lg + ’”jftz - \/Lg + ;v%tz, (22)

gdzie wprowadzilismy Srednig predkosé, zwana tez predkoscig cieplng, czastek gazu zdefi-
niowang rownoscia

1 5 3
—muvy = = kgT. 23
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Widzimy, ze, zgodnie z oczekiwaniami, im wyzsza jest temperatura, tym szybsze jest tempo

rozlotu.



