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Klasyczna mechanika statystyczna (GGibbsa IV

Dotychczas wprowadzilismy zespo6t mikrokanoniczny, odnoszacy sie do uktadéw izolowanych,
oraz zespot kanoniczny, wtasciwy do opisu uktadow w kontakcie cieplnym z termostatem. Czesto
wystepuja sytuacje fizyczne, gdy uktad, bedacy obiektem naszego zainteresowania, wymienia
czastki z otoczeniem, badz kiedy liczba czastek w uktadzie ulega zmianie na skutek proceséw ich
produkcji lub anihilacji. Wowczas odpowiednim narzedziem opisu jest wielki zespét kanoniczny.
Sa réwniez powody formalne dla wprowadzenia tego zespotu - niejednokrotnie duzo tatwiej jest
wykona¢ obliczenia wielkosci statystycznych nie przy Scisle ustalonej liczbie czastek, lecz przy
ustalonej jedynie sredniej liczbie czastek. Z taka sytuacja spotkamy sie, w szczegdlnosci, rozwa-
zajac gazy kwantowe.

Wielki zesp6t kanoniczny

e Gestos¢ mikrostanéw w wielkim zespole kanonicznym wyprowadzimy podobnie jak w przy-
padku zespotu kanonicznego, rozwazajac maly poduktad, oznaczany nr 1, uktadu izolowa-
nego. Przyjmujemy, ze

N = N; + Ny, H ="H; + Ha, (1)

gdzie N, Ny, Ny to odpowiednie liczby czastek, a ‘H, H;, Hy funkcje Hamiltona, przy czym
N < Nz, Hi < 'Hs. (2)

Jesli p(r1, p1, V1) jest gestoscia mikrostanéw poduktadu 1 (dodalidmy zalezno$é od Ny,
ktora teraz nie jest liczba ustalona), to spodziewamy sie, ze

p(r17p17N1) NFN—Nl(U_U1>7 (3)

gdzie I'y_n, (U — Uy) jest objetoscia fazowa poduktadu 2 liczona w zespole mikrokanonicz-
nym, a falka oznacza proporcjonalnosé. Poduktad 2 nie jest w pelni izolowany, ma bowiem
kontakt z poduktadem 1, lecz jest, ze wzgledu na warunki (2), izolowany w przyblizeniu.
Dlatego stosujemy do niego zesp6t mikrokanoniczny. Skorzystawszy z definicji

S(U,V,N) = kglnTy(U, V), (4)

relacja (3) przybiera postaé

1
p(r1,p1, N1) ~ exp %S(U — Uy, Vo, N — Ny)|. (5)

Poniewaz U > U; i N > Ny, rozwijamy S(U — Uy, Vo, N — Np) w szereg Taylora

OS(U.VsN),, _ 9SU.VsN)

S(U_Ula%aN_Nl):S(U7‘/27N)_ oU 1 ON 15

co po zastosowaniu tozsamosci termodynamicznej

7= (o0). g

i wprowadzeniu potencjatu chemicznego i zdefiniowanego jako

() ®

el
T
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a oméwionego w dalszej czesci wyktadu, pozwala zapisa¢ relacje (5) w postaci
Uy — ulN-
2. Q
kgT

Widzimy, ze gesto$¢ mikrostanéw poduktadu 1 determinuje drugi czynnik w wyrazeniu (9).
A zatem gestos¢ mikrostanéw w wielkim zespole kanonicznym okreslamy formuta
H(r,p,N) —MN}

kgT
gdzie pomineliSmy juz indeksy 1 i 2, jako ze poduktad 1 jest obiektem naszego zaintere-

sowania, a poduktad 2 traktujemy jedynie jako termostat o temperaturze T i rezerwuar
czastek.

p(rlathl)NeXp[k S(UVN)} exp{—

B

p(I‘, | o8 N) = exXp |: - ) (10)

Wielka suma statystyczna

e Stosujac wielki zesp6t kanoniczny operujemy wielka suma statystyczna zdefiniowana wyra-
zeniem

d*Np _ H(r,p,N) —puN
= 3N )
=(T,V, ) g N'/ 72 N CXP o : (11)

w ktorym d®Nr = &ridiry .. dPry, 0

d3Np  _ dp1 _d®py
2rh)3N T (2mh)3 (2wh)3 * (
jak juz wyjasnialiSmy, ze mikrostany rozniace sie od danego Jedynle innym przyplsamem

identycznych czastek do par potozenie-ped nie sa uwzgledniane.

Czynnlk : powoduje,

e Wielkg sume statystyczng mozna tez wyrazi¢ przez sume statystycznag czyli w postaci

[e.9]

E<T7 V? M) = Z_ ZNQN(T7 V)v (12)

w ktorej wielkoéé z = e nazywana jest aktywnodcia (8 to oczywiscie @%)

Zwiagzek z termodynamika

e Pierwszym krokiem ustanawiajacym zwigzek z termodynamika jest okreslenie energii we-
wnetrznej jako sredniej wartosci funkcji Hamiltona t;j.

UV =00 = s S [ ks e (13)

H(r,p, N) — uN
kpT '

xexp[—

Sredniowanie przebiega nie tylko po polozeniach i pedach czastek, jak to miato miejsce
w przypadku zespotu kanonicznego, ale réwniez po liczbie czastek. Warto zauwazy¢, ze

(1) = — L WME(T Vi) + (N, (14)

U(T,V, ) e

gdzie $rednig liczbe czastek daje formuta

= 3 NP (15)

N=0
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w ktorej Py jest rozktadem liczby czastek okreslonym wzorem

. ZNQN(T, V)

Py =2 v (16)

Rozktad Py jest, ze wzgledu na réwnanie (12), unormowany tj. > x_, Py = 1. Zauwazmy
przy okazji, ze
0
(N) = za—lnE(T,V,z). (17)
z

Jedli wielka sume statystyczna wyrazimy nie przez p, lecz przez z = e, wowczas formuta
(14) upraszcza si¢ do postaci

(H) = —;ﬁlnE(T,V,z). (18)

W drugim kroku ustanawiajacym zwiazek wielkiego zespotu kanonicznego z termodynami-
ka, definiujemy wielkos¢ zwang wielkim potencjalem termodynamicznym

U(T,V, )

AT, V,u) = —kgTInZ(T,V, ). (19)
Ostatecznie udowodnimy, ze
QT,V,p) = —pV, (20)
gdzie p jest cisnieniem, lecz najpierw wykazemy zachodzenie réwnosci
TV, p) = F(T,V,(N)) = p(N), (21)
ktérej mozna sie domyslac¢, taczac relacje F = —kgT InQQn z obserwacja, ze dominujacy

wklad do szeregu (12) daje wyraz odpowiadajacy (V).

Zaczniemy jednak od wyprowadzenia réwnania spetnianego przez wielki potencjal, oblicza-
jac pochodna po temperaturze obu stron rownania (19)

20 ) .
<W)V,<N> = —kpln “(Tv % M) - kBTﬁ 111_,(7j7 V, :U’) (22)

Skorzystawszy ponownie z réwnania (19) i okreslenia energii wewnetrznej (14), znajdujemy
poszukiwane réwnanie

T(??)W — QT V. ) = U(T, V, 1) + u(N). (23)

Gdy podstawmy wyrazenie (21) do réwnania (23) i wykorzystamy definicje energii swobod-
nej F'=U — TS, znajdujemy termodynamiczna relacje
or
— =-=S(T,V,(N)), 24
(57), 1, = STV () (24)
ktorej prawdziwosé sprawdzamy, obliczajac rozniczke

dF = dU — TdS —SdT = —dV — SdT. (25)
dV
—P

W ten sposéb wykazaliSmy réwnosé (21).
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e Teraz przejdziemy od réwnosci (21) do (20). Najpierw potencjal chemiczny zdefiniowany
formula (8) wyrazimy jako

oF
== ) 26
a <a<N>>T,v (26)
Wykorzystujemy tutaj zachodzenie rownosci
08 oF
(), () .
90N iy ~ o) ) o

ktéra dowodzimy, obliczajac rozniczke T'dS na dwa sposoby.

e Pierwszy sposoéb obliczenia T'dS prowadzi do wyniku

oS oS oS
TdS:T() dU+T() dV+T() d(N), 28
oU /v,y oV Ju I(N) /vy (N (28)
ktéry po uwzglednieniu tozsamosci (7) daje
oS oS
TdS:dUJrT() dV+T<> d(N). 29
oV Ju,ny I(N) /vy (V) (29)

Poniewaz FF = U — TS oraz dF = dU — T'dS — SdT, r6ézniczke T'dS mozna zapisaé jako
TdS = dU — SdT — dF (30)

OF OF OF
— U — SdT — () T () qv (> d(N
o vy TNV ) e ™ TG )y <

Po uwzglednieniu wykazanej juz tozsamosci (24), stwierdzamy, ze dwa cztony w (30) kom-
pensuja sie wzajemnie i rézniczka T'dS wynosi

OF

oF
TdS:dU+() dV+(
T(N) O(N)

Poréwnujac wyrazenia (29) i (31) przy stalej objetosci, gdy dV = 0, znajdujemy poszuki-
wang rownosé (27).

e Wyraziwszy potencjal chemiczny nie przez entropie, lecz przez energie swobodna, zgodnie
z okresleniem (26), réwnosé (21) przybiera postaé

ATV.10) = FV.AN) = (577), () (32)

e Teraz pochodng energii swobodnej po liczbie czastek zapiszemy jako pochodna F' po obje-
tosci. Ze wzgledu na ekstensywnos¢ energii swobodnej, mozna ja zapisa¢ jako

F(T,V, (N)) = (N) (T, v), (33)

gdzie v = % Kazda bowiem wielkosé¢ ekstensywna mozna wyrazi¢ jako iloczyn liczby
czastek i odpowiedniej wielkosci intensywnej. Zobaczmy teraz jak przebiega rozniczkowanie
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F po (N):
P = s G = 0+ () 5 T
; )
= )=o) gy - POy )

CORVANY  V OF(V.NY)
=T W v (34

gdzie dla uproszczenia zapisu pominelismy zaleznos¢ od T jako nieistotng. Zamieniajac
kolejno zmienne trzeba sobie uzmystowié, ze przechodzimy od pochodnej po (V) przy usta-
lonym V' do pochodnej po V' przy ustalonym (N). Znajdujemy ostatecznie

(8F> _F Vv <8F> (35)
INY)rv  (N) (NY\OV )z
e Pamietajac o elementarnej relacji termodynamicznej wyrazajacej cisnienie
OF
=—|= 36
b <3V)T,<N> (36)

i taczac wynik (35) z réwnoscia (32), otrzymujemy poszukiwany zwiazek (20).

e Jako podsumowanie powyzszych zmudnych wywodéw, zapiszmy trzy relacje, okreslajace
zwiazek wielkiego zespotu kanonicznego z termodynamika

U= —aaﬁln_(T V, z), (37)
0

(N) = zalnu(T V,z), (38)

pV =kgTInZ(T,V, 2), (39)

ktore bedziemy w wykorzystywaé w przysztosci.

Gaz idealny

e Pamigtajac, ze suma statystyczna gazu idealnego wynosi

VN rmkpT\ "
QN(T> V) = ]\”(277?12) ) (40)
wielka sume znajdujemy jako
—_ kaT
=(T,V,z) NZOZ Qn(T,V) =exp [ZV( 512 > ], (41)
gdzie skorzystaliémy ze znanego wzoru
T (42)
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e Energie wewnetrzng gazu, srednig liczbe czastek oraz iloczyn cisnienia i objetosci wyliczamy

nastepujaco
U = —(aaﬁlnE(T, V,z) = gzv<%)gk3T, (43)
(N) = zaazlnE(T,V,z) :zv(”;ifg> (44)
oV = kyTInE(T,V,z) = zv(";i’igfkﬂ. (45)

e Wstawiajac do wzoréw na U i pV aktywnos$¢ z wyrazona przez (N), wzory te przybieraja
znang postac

U = 2<N>kBT, (46)
pV = (N)kgpT, (47)

z tym, ze liczba czastek N zostala zastapiona przez srednia liczbe (N). Okoliczno$é ta
wskazuje, ze fluktuacje liczby czastek sa nieduze. Przyjrzyjmy sie tej kwestii doktadniej.

e W przypadku gazu idealnego rozktad liczby czastek dany formuta (16) ma postaé

N N
Pn = <N>' e~ M, (48)

gdzie wykorzystano wzory (40, 41), w ktorych z wyrazono przez (N). Réwnanie (48) okresla
dobrze znany rozktad Poissonal, ktérego wariancja wynosi

(N?) = (N)? = (N). (49)

Jedli przyjaé, ze typowe odchylenie AN liczby czastek N od $redniej liczby (N) to dyspersja
rozktadu, czyli pierwiastek z wariancji, wéwczas mamy

AN = \/(N?) — (N)2 = \/(N). (50)

Stwierdzamy wiec, ze wzgledne fluktuacje sa mate, tzn.

AN 1
W—W<<1 (51)

gdyz (N) > 1. Z tego wlasnie powodu modyfikacja formut gazu idealnego przy przejsciu od
zespotu kanonicznego do wielkiego kanonicznego sprowadza sie do prostej zamiany ustalonej
liczby N na Srednig (V).

1Siméon Denis Poisson (1781 - 1840) - francuski fizyk i matematyk.
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Fluktuacje liczby czastek w wielkim zespole kanonicznym

Omawiajac gaz idealny pokazalidémy, ze fluktuacje liczby czastek w zespole kanonicznym sa
mate. Teraz uogdélnimy ten wynik i pokazemy w jakich warunkach nie jest on prawdziwy.

e Rozktad liczby czastek dany formuta (16) mozna zapisaé jako
Py~ 2NQu(V,T) = 2Ne PN, (52)
Rozwijamy teraz energie swobodna F(T,V, N) wokét (N)

OF(T,V, (N))
9{N)

LOPF(T,V, (N))

F(T,V,N)= F(T,V,(N))+ 2 O(N)?

(N —(N))+ (N —(N)). (53)

Wyrazajac potencjal chemiczny zgodnie z okresleniem (26), rozwiniecie przepisujemy jako

LO2F(T,V, (V)

F(TJ/)N):F(T,\/,<N>)+N(N—<N>)+2 O(N)?

(N— (V) (54)

i wstawiamy do formuly (52). Pamietajac, ze z = e# znajdujemy rozktad liczby czastek
w formie

BOPF(T,V,(N))
2 O(N)?

Poniewaz powyzsza formuta moéwi tylko o proporcjonalnosci, pominiete sg w niej cztony
niezalezne od N. Pamietamy jednak, ze brakujaca statag mozna tatwo wyznaczy¢ z warunku
unormowania rozktadu.

(N = (N))?*|. (55)

Pn ~exp | —

e Skoro liczby N sa duze, a wzgledne odlegtosci miedzy nimi, czyli %, mate, rozktad liczby
czastek mozna potraktowaé jako rozklad zmiennej ciaglej. Rozktad (55) zapiszemy wiec
w postaci upodabniajacej go do rozktadu Gaussa, czyli

_(N—(n)?

Py e wt (56)

gdzie

O*F(T,V, (N)\™
O(N)2 )

A jesli mamy do czynienia z rozktadem Gaussa, to jego wariancja, jak wiadomo, wynosi

0% = kBT( (57)

(N?) — (N)? = o°. (58)

e Wyjasnimy teraz sens termodynamicznej wielkosci, okreslajacej wariancje rozktadu liczby
czastek (57). W tym celu zamienimy rézniczkowanie F po (N) rézniczkowaniem po V.
Ponownie przedstawiamy F w formie (33) i postepujac podobnie jak w przypadku ciggu
réwnosci (34) znajdujemy

O’F(T,V,(N)) _ v* &*f(T,v)

O(N)? ~(N) 02 (59)

Poniewaz ci$nienie dane jest wzorem

. (OF __Of(T,v)
p__(av>T7<N>_ o (60)
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mamy
0?F __112@__‘/2@ (61)
O(NY2 — (N)ov  (N)20oV’
co pozwala zapisa¢ wariancje jako
2 ~1 2
02§_<N> k’BT(ap) :_<N> kBT(av> . (62)
V2 ov)r V2 op/r
e Wielkosé L /v
=——— 63
X V ( op )T’ (63)

nazywajaca si¢ Scisliwoscig izotermiczng, orzeka, jak zmienia si¢ objetos¢ uktadu w od-
powiedzi na zmiane cisnienia. Jesli nie wystepuje jakas anomalia, objetos¢ uktadu maleje
przy zwiekszaniu ci$nienia, wiec $cisliwosé zgodnie z definicja (63) jest dodatnia. Dodajmy
jeszcze, ze $cisliwosé jest wielkoscig intensywna.

e Wariancja rozktadu liczby czastek w wielkim zespole kanonicznym wyrazona przez scisliwos¢
Wynosi

2
<N2> . <N>2 _ <N> kBT
1%
Oszacujmy teraz rzad wielkosci poszczegdlnych cztonéw rownania (64). Oba czlony po le-
wej stronie sa rzedu (N)?, natomiast ten po prawej rzedu (N), bowiem x i (N)/V sa
wielko$ciami intensywnymi i nie zaleza od (N). A zatem, typowe fluktuacje liczby czastek

(64)

AN = /(N?) — (N)?2 sa duzo mniejsze od $redniej liczby czastek, jesli tylko $cisliwos¢ jest
skonczona.

o Scisliwosé¢ staje sie nieskoficzona przy przejsciach fazowych pierwszego rodzaju. Wystepuje
wtedy zjawisko koegzystencji faz o réznej gestosci, a zmniejszanie objetosci nie zwigksza
wowcezas ciSnienia, lecz powoduje przyrost fazy o wiekszej gestosci. Aby uchwycié¢, dlaczego
w takich wtasnie warunkach wystepuja wielkie fluktuacje liczby czastek, rozwazmy malty
poduktad, czy fragment wiekszego uktadu, w ktorym mamy wode w warunkach przejscia
fazowego miedzy cieczg a parg. W uktadzie wystepuje jednoczesnie para i woda, wiec zdarza
sie, ze w obserwowanym fragmencie mamy sama wode albo sama pare. Liczba czasteczek
wody zmienia sie wéwczas o czynnik réwny stosunkowi gestosci wody i pary. Czynnik ten
moze by¢ duzo wigkszy od jednosci.

Mieszanina wodoru atomowego i czgsteczkowego

Wielki zesp6t kanoniczny dobrze sie nadaje do opisu uktadéw wielosktadnikowych, kiedy je-
den sktadnik przechodzi w drugi, a wzgledng koncentracje tych sktadnikéw okreslajg warunki
rownowagi. Zamiast rozwazac jakis ogélny przypadek, przebadamy konkretng i realng sytuacje,
ktora dobrze ilustruje problem. Zajmiemy sie mianowicie mieszaning wodoru atomowego i czg-
steczkowego.

e Jak wiadomo, wodor wystepuje w postaci atomowej i czasteczkowej, to znaczy jako atomy
H lub czasteczki Hy. Suma mas dwoch atoméw wodoru jest wigksza od masy czasteczki
Hy ze wzgledu na energie wiazania molekuty Hy wynoszaca eg = 4.5 eV. Z tego powodu
wystepowanie wodoru czasteczkowego jest energetycznie korzystniejsze niz atomowego.
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e W mieszaninie wodorowej zachodza nieustannie reakcje
H+H+ X < Hy+ X, (65)

gdzie X oznacza ,trzecie” cialo, ktérego obecnosé jest potrzebna dla jednoczesnego spet-
nienia zasad zachowania energii i pedu. Tym ,trzecim” cialem moga by¢ inne atomy lub
czasteczki wodoru. W warunkach réwnowagi ustala sie koncentracja wodoru atomowego
i czasteczkowego. Naszym zadaniem bedzie wyznaczenie tej koncentracji.

e Nasz uktad traktujemy jako mieszaning dwoch gazéw idealnych tworzonych przez H i Hs.
Wielka suma statystyczna dana jest wzorem

oo

E(T, ‘/7 21, Z2> = Z Z{\h Zé\bQNl,Nz (T, V)? (66)

N1,N2=0

gdzie N; oznacza liczbe atomow wodoru w postaci atomowej, a Ny liczbe czasteczek Hs,
21, 29 to aktywnosci atomowego i czasteczkowego wodoru, a Qn, n, (7, V) jest suma staty-
styczna mieszaniny

1 il

NpINo!

QN1,N2 (T7 V) =

/d3N1r1d3N2r2 p1 d*p, [_ H(r1,r27p1,P2)}7 (67)

(2rh)3M (2rhyeNe P ksT

gdzie ry oznacza zbior potozen wszystkich atoméw H w postaci atomowej, a ry zbior potozen
wszystkich czasteczek Hy. Podobnie si¢ rzecz ma z pedami. Funkcja Hamiltona mieszaniny
gazow idealnych ma postac

oL 2 P} Ak 2 p?
H(ry,r2,p1,P2) = ; (m10 + le) +jZ:1 (m2c + Tm)a (68)

gdzie uwzglednilismy, zgodnie ze stynng einsteinowska formuta, energie zwiazana z masa.
Przyczyna uwzglednienia mas w bilansie energii stanie sie wkrotce jasna.

e Podobnie postepujac jak w przypadku jednosktadnikowego gazu idealnego, znajdujemy su-
me statystyczna mieszaniny, ktéra jest faktycznie iloczynem sum statystycznych sktadnikow

QN1,N2 <T7 V) - QNI (T7 V) QNz (T7 V) (69)
= 6_’6N1m162VNl<m1kBT) Bgfle_ﬁszzczvm<m2kBT>32N2 (70)
N1! 27'('7’_L2 NQ' 27Th2 '

e Obliczenie wielkiej sumy statystycznej, ktére tez przebiega podobnie jak dla jednosktadni-
kowego gazu idealnego, prowadzi do wyniku

_ B mykgT\3/? B o (mokgT\3/?
E(T,V, 21, 29) = exp [zle ﬁmlc2V( 2;;; ) + zpe~Pmae V( 227rif2 ) } (71)

e Srednie liczby (N;) i (N) znajdujemy ze wzoréw

o B mikgT\3/?

<N1> — 218721 In .:(T, V, 21,22) = z1€ :Bmmz‘/( 217_‘_7;?2 ) ; (72)
o ~ mokpT\3/?

<N2> = 2;28722 In \:(T, V, 21, 22) = Z9€ 5m202V( ;TthZ ) . (73)
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e Podczas przemiany 2H < H, nie ulega zmianie catkowita liczba atoméw wodoru wynoszaca

(N) = (N1) + 2(Ny). (74)
A zatem spelniane jest rownanie
3/2 kTN 3/2
—Bmic? mlkBT —Bmac? maoKpB .
e v( s ) 2z, 0m2 v< 2 ) — (N, (75)
ktore przepiszemy w postaci
3/2 Ik \3/2
9~ B(ma2—ma)c? (Trl?) _ Bmic? ( ) 76
21+ 2e me) 2= ) (76)
gdzie wprowadziliSmy gestos¢ mieszaniny p = @

e Aby posung¢ sie dalej w analizie problemu, nalezy wyznaczy¢ relacje miedzy potencjatami
chemicznymi wodoru atomowego i czasteczkowego. Poniewaz rozwazany uktad ma okreslona
temperature i objetos¢, poszukiwang relacje znajdziemy z warunki minimalnosci energii
swobodnej uktadu

F(T,V,(N1), (N2)) = Fi(T, V, (N1)) + F5(T, V, (N2)), (77)
ktéra ze wzgledu na réwnanie (74) zapiszemy jako
F(T,V, (N1), (N2)) = FA(T, V. (N) = 2{N2)) + Fo(T, V, (N2))- (78)
e Warunek ekstremalnosci F' ze wzgledu na (Ny) ma postaé

OF(T,V,(N1),(No))  OF(T,V,(N) = 2(Ny))  OF(T,V,(Ny))
O(Na) a O(Na) O(Na)

=0, (79)

co daje

OF (T, V,(N1))  OFy(T,V,(Ny))

O(N1) O(N2) '

Dzieki rownosci (26) znajdujemy poszukiwana relacje miedzy potencjatami chemicznymi
wodoru atomowego i czgsteczkowego

(80)

21 = po, (81)
réwnowazna réwnosci z; = z3.
e Podstawiajac z = 22 do (76), otrzymujemy nastepujace kwadratowe réwnanie na z;
azi + 2z +c=0, (82)

ktorego wspotezynniki wynosza

3/2 (N) [ 2mh2 \3/2
=9 —ﬂ(mz—m1>c2(m2> —_ ﬁmlc2( ) . 83
@=zc my) c="c V \mikpT (83)

Dodatnie rozwigzanie znajdujemy jako
v1—4dac—1
2a '

Skoro wyznaczona jest aktywnosé z1, liczby (IV7), (Na) okreslone sa réwnaniami (72, 73),
jesli tylko zadane sg wartosci wielkosci termodynamicznych (N), V, T oraz mas my, msy. Aby
wynik nabral prostej przejrzystej postaci dokonamy pewnych przyblizen.

(84)

21 =
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e Pamictajac, ze
moc® = 2mic® — ep, (85)

przy czym myc® >> ep, rozwigzanie (84) zapisujemy jako

eflmic*~ep) \/ 2mh2 \3/2
=1 2o2es ( ) —1).
21 07/2 ( + errp kT ) (86)

e Rozwazmy wielkosé drugiego cztonu pod pierwiastkiem w réwnaniu (86). W przypadku
gazu klasycznego, ktorym zajmujemy sie tutaj, zachodzi

27Th2 3/2
1 87
p(mlkBT) <5 (87)

bowiem dtugosé fali de Broglie A, ktora jest rzedu h/v/mqkgT, powinna byé¢ duzo mniejsza
od $redniej odlegtoéci miedzy czastkami gazu, ktora jest rzedu p~'/3. Jednak w owym drugim
czlonie pod pierwiastkiem w réwnaniu (86) wystepuje jeszcze mnoznik %2, ktéry moze
by¢ duzo wigkszy od jednosci, jesli kgT' < eg. Rozpatrzymy zatem dwa skrajne przypadki,
odpowiednio wysokich i niskich temperatur, kiedy wielkos¢

2h? \3/2
Bep 88

©r (mlkBT> (88)
jest duzo mniejsza albo duzo wieksza od jednodci.

e Zacznijmy od przypadku wysokich temperatur, kiedy drugi czton pod pierwiastkiem w réw-
naniu (86) jest maty. Rozwijamy wtedy pierwiastek wokét jednosci i otrzymujemy

2 27Th2 3/2
= efme : 89
aee p<m1k3T> (89)
Podstawiajac aktywnosé¢ (89) do réwnania (72), mamy
(V1)
=1, (90)
(N)

czyli caly wodor jest w postaci atomowej. Faktycznie wystepuje niewielka domieszka wodoru
czasteczkowego, ktéra wyliczamy wstawiajac aktywnosé (89) do formuty (73), co daje

N. Arh? \3/2
(N2) _ eﬁﬂsp(ﬁ ) . (91)
<N > my k BT

Zgodnie z fizyczng intuicja wielkos¢ domieszki wodoru czgsteczkowego wzrasta, gdy maleje

temperatura.

e Rozwazmy teraz przypadek niskich temperatur, kiedy e®® >> 1, co wymaga kT < €p. Aby
nie naruszy¢ warunku klasycznosci (87), gaz musi by¢ mocno rozrzedzony, czyli gestosé p
ma by¢ bardzo mata. Jesli drugi czton pod pierwiastkiem w réwnaniu (86) jest duzo wiekszy
od jednosci, pomijamy jedynki i

mic?—e
o 2y )
25/4 mlkBT
Podstawiajac aktywnosé (92) do réwnania (73), znajdujemy
N. 1
< 2> _ (93)

(N) 2
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czyli wszystkie atomy wodoru wystepuja w mieszaninie w postaci czasteczkowej. W rzeczy-
wisto$ci mamy malta domieszke wodoru atomowego, ktérej wielkosé wyliczamy podstawiajac
aktywnosé (92) do réwnania (72), co daje

(N1) e P <m1kBT>3/4
1 .

(N) wh? p*/3 59

Widzimy, ze, zgodnie z oczekiwaniami, domieszka wodoru atomowego zwicksza si¢, gdy
wzrasta temperatura.



