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Kwantowa mechanika statystyczna Gibbsa I

Podstawa mechaniki statystycznej Gibbsa przedstawionej w poprzednich wyktadach jest me-
chanika klasyczna, ktorej stosowalnosé, jak wiemy, jest ograniczona. W $wiecie atoméw obowia-
zuje mechanika kwantowa, wiec i ona winna stanowi¢ fundament mechaniki statystycznej, ktorej
wszak ambicjg jest wywiedzenie opisu ukltadéw makroskopowych z fundamentalnych praw dy-
namicznej teorii mikroskopowej.

Uwagi wstepne

e Zacznijmy od wyjasnienia w jakich warunkach zatamuje sie opis gazu oparty na mechanice
klasycznej. Uwzglednienie efektéw kwantowych staje sie konieczne, gdy dhugoséé fali de Bro-
glie’a przestaje by¢ duzo mniejsza i staje si¢ porownywalna z charakterystyczng dtugoscia
wystepujaca w problemie. W przypadku gazéw owa dtugoscia jest srednia odlegtos¢ miedzy
czastkami gazu, ktéra w przyblizeniu wynosi wynosi p='/3, gdzie p jest gestodcig gazu. Nale-
zy pamietac, ze p~! jest objetodcig przypadajaca na jedng czastke. Dtugosé fali de Broglie’a
Ap czastki gazu ocenimy nastepujaco. Jak wiemy, sSrednia kinetyczna energia czastki wyra-
za si¢ przez temperature jako E = %k’BT. Jedli $rednig energie zapisa¢ wzorem E = -

ktorym p jest srednim pedem a m masg czastki, to mamy p = /3mkgT. Poniewaz A\p jest

ilorazem statej Plancka h i pedu, wiec znajdujemy typowa dtugosé fali de Broglie’a czastki

W

gazu jako A\gp = \/% A zatem gaz moze by¢ traktowany jako klasyczny, jesli
4m2R2 \ 32
< 1. 1
P <3mk;BT> )

W przeciwnym wypadku ujawniajg sie efekty kwantowe. Widzimy, ze rezim klasyczny mo-
zemy naruszy¢ podwyzszajac gestosé¢ gazu lub obnizajac jego temperature. Zauwazmy przy
tym, ze w obszarze niskich temperatur efekty kwantowe nie ograniczajg sie do rozmiarow
atomowych, gdyz dtugosé¢ fali de Broglie’a moze by¢ woéwczas od nich wieksza.

e Wielkosci obserwowalne - obserwable - reprezentowane sa w mechanice kwantowej przez
operatory dziatajace w przestrzeni stanéw tworzonej przez zupekly zbiér funkcji falowych.
Zadaniem kwantowej mechaniki statystycznej jest wyznaczenie wartosci oczekiwanych ope-
ratorow, reprezentujacych okreslone wielkosci fizyczne, takich jak

(0) = (¥, 04), (2)

gdzie @ jest obserwabla, ¢ jest funkcja falowa uktadu N czastek, a (11, 19) jest iloczynem
skalarnym funkcji falowych 1 i 5.

e Zakltadamy, ze hamiltonian uktadu H nie zalezy od czasu, wiec funkcje falows 1) mozemy
roztozy¢ na niezalezne od czasu funkcje wlasne energii ,,, takie ze

]:—hpn = Ln®n, (3)
czyli

W przypadku widma cigglego sume w powyzszym wzorze nalezy zastapi¢ odpowiednig
catka. Wartos$¢ oczekiwana (2) mozemy teraz zapisaé¢ jako

<@> = Z C;CM(SDW @@m) (5)
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e Mechanika statystyczna interesuje sie wielko$ciami usrednionymi po interwale czasowym,
ktory jest dtugi w porownaniu z typowym czasem, w jakim nastepujg mikroskopowe zmiany
uktadu. Przyjmuje sie przy tym postulat faz przypadkowych, zgodnie z ktérym

CiC, =0, aly n#m, (6)
gdzie kreska oznacza usrednianie po makroskopowym czasie 7, czyli

o 1 t+1
A= f/ dt' A(t'). (7)
T Jt
Postulat faz przypadkowych stwierdza brak interferencji roznych stanéow uktadow, ktory
powoduje, ze warto$¢ oczekiwana (5) usredniona po makroskopowym czasie przybiera uprosz-

czong postaé

(O) = 3" [CulP(pn, Opn). (8)

e Kwantowym zespolem statystycznym nazywamy zupelny zbiér stanow ¢,,.

Zespol mikrokanoniczny

e Zesp6t mikrokanoniczny jest zbiorem stanow ukladu izolowanego o energii U, przy czym
wszystkie stany, ktérych energia E,, miesci sie w przedziale U < E,, < U+0U, gdzie oU jest
doktadnosciag okreslenia energii uktadu, sa rownoprawdopodobne. Jest to kwantowa wersja
fundamentalnego zaltozenia réwnych a priori prawdopodobienstw.

e Odpowiednikiem klasycznej objetosci fazowej jest liczba Iy (U, V') stanéw ¢, spelniajacych
warunek U < B, < U + 0U.

e Tak jak w przypadku klasycznego zespotu mikrokanonicznego, zwigzek z termodynamika
ustanowiony jest poprzez definicje entropii jako

S(U,V)Ek?BIIlFN(U,V) (9)

e W temperaturze zera bezwzglednego energia uktadu odpowiada energii jego stanu podsta-
wowego, a I'y(U, V') réwna jest degeneracji tego stanu, ktéra oznaczymy jako N. A zatem
S(T=0,V)=kglnN. (10)

Zgodnie z trzecig zasada termodynamiki entropia w zerowej temperaturze znika, co w me-
chanice statystycznej oznacza, ze S(T = 0,V) < kgN. Aby spelni¢ ten warunek, degene-
racja stanu podstawowego N moze by¢ co najwyzej rzedu N*, gdzie k < N.

Zespot kanoniczny

e Kwantowy zespot kanoniczny wprowadzamy tak samo jak w teorii klasycznej, jako pozo-
stajacy w kontakcie cieplnym poduktad uktadu izolowanego. Okazuje sie, ze stany zespotu
kanonicznego nie sg juz rownoprawdopodobne, lecz zachodzi

G2 ~ e PP, (11)

gdzie 0 = 7.
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e Sume statystyczna definiujemy jako
Qn(T, V)= e Fbn. (12)

e Zwiazek z termodynamikg ustanawiamy, tak jak w przypadku zespotu klasycznego, definiu-
jac energie uktadu jako wartosé¢ srednig

1
U= — Y E,ePbn, 13
a energie swobodna tak samo jak klasycznie t;.
F(T,V)=—-kgTnQn(T,V). (14)

Wielki zesp6t kanoniczny

e Procedura wprowadzenia wielkiego zespotu kanonicznego jest identyczna jak w klasycznej
mechanice Gibbsa. Tak samo definiowana jest wielka suma statystyczna = przez sume sta-

tystyczng Qn czyli

STV = 3 QT V), (15)
N=0

gdzie aktywnoéé z wyraza sie przez potencjat chemiczny jako z = e,

e Zwigzek z termodynamiks ustanawiajg takie same jak klasyczne wzory

0

U= —%ln =(T,V, z), (16)

(N) = zgln:(T V,z2) (17)
- az — 9 9 Y

pV =kgTInZ(T,V, 2), (18)

ktore bedziemy w wykorzystywaé w przysztosci.

Model kwantowego krysztatu

Jako proste zastosowanie wprowadzonych formul, rozwazymy kwantowa wersje modelu krysz-
talu jako NN niezaleznych od siebie oscylatoréw harmonicznych.

e Energia pojedynczego oscylatora kwantowego wynosi E, = hw(n + %), gdzie liczba kwan-
towan=20,1, 2, ....

e Gdy mamy N oscylatoréw, catkowita ich energia wynosi £, + E,, + ... E,,, a sumowanie
po stanach uktadu sprowadza sie do sumowania po liczbach ny, ny, ...ny od 0 do oo.
Suma statystyczna wynosi zatem

Qn(T,V) = i i i e B Eny +Eny+.Bny) _ i o BEn, i o BEny . .| i ¢—BEny

n1=0n2=0 ny=0 n1=0 no=0 ny=0

Bhw

= — nt+i N _ Bhw - —Bhwn N ez N
_ (Zoe 5m<+2)) :<e : Zoe o ) :(eﬁﬁw—1) , (19)
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Rysunek 1: Zalezno$¢ pojemnosci cieplnej od temperatury.

gdzie zastosowalismy znany wzor na sumowanie szeregu geometrycznego

1
gt = ——. 20
nZ::O - (20)

e Energie krysztatu obliczamy jako

U= —;ﬁanN(T,V) :N(emh“’_1+h;”), (21)
gdzie drugi czton odpowiada tzw. drganiom zerowym.
e Pojemno$é cieplna uktadu wynosi
2 Bhw

v = (g[]{)v N kgf? (((E;)_e 12 (22)

Znajdziemy jeszcze wyrazenia na Cy odpowiadajace wysokim i niskim temperaturom:

Nkp gdy kT > hw,

v { NP =Bl gdy kT < huw. (2)

Schematyczny przebieg zaleznosci pojemnosci cieplnej od temperatury przedstawia Rys. 1.

e /mnaleziona wczesniej pojemnosé cieplna uktadu N klasycznych oscylatoréow harmonicznych
wynosita 3Nkg. Owe oscylatory jednak byty trojwymiarowe, mielismy wiec 3N oscylatorow
jednowymiarowych. A zatem wysokotemperaturowy wynik (23) po zamianie N na 3N zga-
dza sie, zgodnie z oczekiwaniami, z rezultatem klasycznym. W obszarze niskich temperatur
natomiast mamy jakosciowo inng pojemnos¢ cieplng, ktora, jak tatwo sprawdzi¢, znika, gdy
temperatura dazy do zera. W odréznieniu wiec od wyniku klasycznego, kwantowy zgodny
jest z trzeciag zasada termodynamiki, wymagajaca, aby pojemnos¢ cieplna znikata w zerowej
temperaturze.



