Wyktad VIII Mechanika statystyczna 1

Kwantowa mechanika statystyczna Gibbsa II
- gazy idealne

Omoéwimy tutaj gazy idealne wykorzystujac wprowadzony juz formalizm kwantowej mecha-
niki Gibbsa. Liczba mnoga ,gazy” wynika z koniecznosci rozrézniania gazu fermionéow od gazu
bozondéw, ktére mimo istotnych odmiennosci rozpatrywaé¢ bedziemy rownolegle. Zaczniemy jed-
nak od przypomnienia zagadnienia kwantowej czastki w jamie potencjalnej.

Czastka w jamie potencjalnej

e Wyobrazmy sobie kwantowa czastke uwieziona w nieskoniczonej jamie potencjalnej, ktora
w kazdym z trzech wymiaréw wyglada jak na Rys. 1, przy czym szerokos¢ jamy L = 2a.
Poniewaz funkcja falowa znika w obszarze, gdzie wystepuje nieskonczony potencjal, wiec
warunek ciggtosci funkcji falowej w x = a i * = —a sprawia, ze mozliwe sa jedynie takie fale
de Broglie’a, pokazane na Rys. 2, ktorych catkowita wielokrotno$é¢ potowy dtugosci réwna

jest szerokosci jamy tzn.
A

nee =1L, mny=1,2, ... (1)
2
e Poniewaz dlugos¢ fali de Broglie’a wiaze sie z pedem czastki
h  2mh
A= L2 2)
2 Pz

warunek kwantowania dtugosci fali (1) prowadzi do warunku kwantowania pedu

Do = — Ny, n,=0,1, 2, ... (3)

e Skoro czagstka jest uwieziona w tréjwymiarowej studni, wiec dopuszczalne wartosci jej wek-

tora pedu wynosza

mh
pP= (pm>py>pz) = f (nmangpnz)a Mgy Ny, Ny = 07 17 27 cee (4)

a energia czastki dana jest wzorem

2 242
b7 h 2 2 2
€p = o = 973 (ny + n, + ns). (5)

V()

—a 0 a X

Rysunek 1: Jednowymiarowa jama potencjalna.
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@(x)

n=2

Rysunek 2: Mozliwe fale de Broglie’a w nieskonczenie wysokiej jamie.

Fermiony i bozony

e Wszystkie znane w przyrodzie czastki sg fermionami lub bozonami. Fermiony maja spin
potéwkowy (%h, %h, %h, ...) i podlegaja zakazowi Pauliego, méwiacemu, ze w tym samym
stanie kwantowym moze wystepowaé tylko jeden fermion. O owej wtasnosci mowimy, ze
jest przejawem statystyki Fermi-Diraca. Bozony maja spiny catkowite (0, &, 2h, ...) i za-
kazowi Pauliego nie podlegaja. W tym samym stanie kwantowym moze wiec wystepowaé
nieograniczona liczba bozonéw, co jest przejawem statystyki Bose-Einsteina.

e Energia uktadu nieoddziatujacych czastek wynosi
U = €pnp, + €pyTip, + .- -, (6)

gdzie np, jest liczbg czastek o pedzie p;, ktora przyjmuje wartosci

i

0,1,2... dla bozonéw,
ny — (7)

0,1 dla fermionow.

e Liczba fermionéw w danym stanie kwantowym wynosi, ze wzgledu na zakaz Pauliego, 0 lub
1. Jednak poza pedem stan fermionu moga okresla¢ jeszcze wewnetrzne stopnie swobody,
w szczegblnosei spin. Jesli mamy do czynienia z fermionem o spinie i/2, takim jak elektron,
wowcezas dla kazdego pedu mamy dwa stany spinowe, odpowiadajace rzutowi spinu na wy-
brang o$ kwantyzacji réwnemu £/2 lub —h/2. A zatem, liczba takich fermionéw o pedzie
p moze by¢ réwna 0, 1 lub 2. Gdy mamy dwa fermiony o tym samym pedzie, to ich spiny
sg przeciwnie skierowane. Przyjmujac ze liczba fermionéw o pedzie p wynosi 0 lub 1, za-
ktadamy, ze dany fermion nie ma wewnetrznych stopni. Tak tez dalej bedziemy zaktadac,
a w ostatecznych formutach usuniemy to uproszczenie.

Suma statystyczna

e Sprobujmy rozwazy¢ zagadnienie kwantowego gazu idealnego w zespole kanonicznym. Jak
pamietamy, suma statystyczna dana jest formuta

QNT,V)=> e i, (8)

w ktérej sumujemy po stanach o energii F,,.



Wyktad VIII Mechanika statystyczna 3

e Wykorzystujac wyrazenie (6), sume statystyczna gazu idealnego zapisujemy w formie

QN(T7 V) = Z Z B e_ﬂ(eplnpl +epynipyt--) (9)
Tipy Mpy
—
N=np, +npy+...
= Z Z B(epy mpy +epgnipy t--e )5}’%})1 +”p2+~--.

Tl,pl np2

Sumowanie po liczbach np, musimy tak wykonywac, aby catkowita liczba czastek w uktadzie
byta réwna N. Niezmiernie to komplikuje rachunek. Mozna go jednak znakomicie uproscic,
analizujac zagadnienie kwantowego gazu idealnego nie z pomocg zespotu kanonicznego, lecz
wielkiego zespotu kanonicznego.

Wielka suma statystyczna

e Wielka suma statystyczna = okre$lona jest przez sume statystyczna () wzorem
[e.e]
E(T.V.p) = Y 2"Qn(T.V), (10)
N=0
gdzie aktywnoéé z wiaze sie z potencjatem chemicznym g relacja z = .

o Wykorzystujac wyrazenie (9), wielka suma statystyczna przyjmuje postaé

STV = ST et st

N=0mp; "py
_ Z Z ( (epy —m)mp; +(€py —p)Mpy +-. ) ] (11)
Tipy Mpy

gdzie wykonanie sumowania po catkowitej liczbie czastek N sprowadza si¢ do usuniecia
ograniczenia N = np, +np, +....

e Zauwazywszy, ze wielka suma statystyczna faktoryzuje sie na czynniki, kazdy opowiadajacy
innej wartosci pedu, piszemy

E(T,V,p) = e Plepi=times 3™ = Blepa—itimes (12)

npl 71p2

Dalsze obliczenia sg juz proste. W przypadku fermionéw np, = 0, 1, wiec

Z e—ﬁ(fpi_li)"pi =1+ 6—5(5131-_#)_ (13)
npi
Gdy mamy do czynienia z bozonami, np, = 0, 1, 2, ... i po zastosowaniu wzoru na sume

szeregu geometrycznego znajdujemy

Ze sz /‘ani —
1

npl

(14)

| =

— e~ (GPZ‘_M) ’
Wiyniki (13, 14) mozna razem zapisa¢ jako

Z e—ﬁ(spi—u)npi — (1 + e—ﬁ(ﬁpi—ﬂ))ﬂﬂ’ (15)

’I’Lpi
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gdzie gorne znaki obowigzuja dla fermionéw, a dolne dla bozonéw. Podstawiajac formute
(15) do wzoru (12), wielka suma statystyczna wynosi

2(T,V,p) = [T+ e P2y E = exp [ £ 3 In(1 4 e Hwim)]. (16)

7

WykorzystaliSmy tutaj trywialng tozsamo$¢ x = explnx oraz fakt, ze logarytm iloczynu
rowny jest sumie logarytmow.

e Ped czastki uwiezionej w studni jest skwantowany, lecz odlegto$é¢ miedzy kolejnymi warto-
Sciami, wynoszaca

(17)

dazy do zera, gdy rozmiar studni L ro$nie do nieskorniczonosci. Dzigki temu, sumowanie po
wartosciach pedu we wzorze (16) mozna zastapi¢ w granicy L — oo catkowaniem po pedzie.
W tym celu sume po pedach zapiszemy nastepujaco

1

L\3
Z f(Pi) = m Z AprpyApzf<pi) = () Z Ap:rApyApzf(pi)a (18)

- 7h

gdzie skorzystalismy z réwnosci (17). Wprowadzajac jeszcze objetosé uktadu V = L3, suma
po pedach ma postac

Apy Apy Ap.
) =2° —2 ). 1
A teraz wykonujemy przejécie graniczne
Ap, Apy Ap, / d’p
zi: 27h 27h 27r7if(pZ> - (27?71)3f(p) (20)
1 ostatecznie znajdujemy
d3p

S5 =V [ G ) (21)

gdzie zignorowali$my nieistotny czynnik 23, ktéry mozna wlaczyé¢ do definicji objetoéci
uktadu.

e Warto zauwazy¢ jak odmiennie wystepuje objetos¢ w klasycznej i kwantowej mechanice
Gibbsa. Klasycznie objeto$¢ uktadu pojawia sie jako wynik catkowania po mozliwych poto-
zeniach czastki gazu. Kwantowo natomiast poprzez warunki kwantowania jej pedu. Dotkne-
liSmy tutaj pewnego subtelnego problemu. Rozwazajac kwantowy gaz przyjelisSmy, ze stud-
nia ma ksztalt szescianu. Mozna zapytac, czy wynik naszej analizy nie ulegnie zmianie, jesli
studnia bedzie miata ksztatt, powiedzmy, kulisty. Okazuje si¢, ze w granicy termodynamicz-
nej, gdy V' — oo, a N/V jest stale, wltasnosci gazu nie zalezg od ksztattu studni.

e Podstawiajac wynik (21) do wzoru (16), wielka suma statystyczna ostatecznie wynosi

d3p
(2mh)3

=(T,V, 1) = exp [ £V / In(1 £ ¢ Heo)] (22)

lub

=(T,V,z) =exp {i V/ In(1+ ze_ﬂep)]. (23)

d3p
(2wh)3
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Wielkos$ci termodynamiczne

e Energie gazu, Srednig liczbe czastek oraz cisnienie gazu okreslaja wyprowadzone wezesniej

WZOTY
U = —gﬁln_ (T,V,2) v/ 27Th _leﬁfp —, (24)
(N) = zaazlnu T,V,2) V/ %h _wﬁp —, (25)
p = k";Tl 2(T,V,2) = ikBT/ %h (1 4 ze ), (26)

w ktorych, jak pamietamy, gérne znaki dotycza fermionéw, a dolne bozonéw.

e Zastandéwmy sie teraz jak uwzgledni¢ wewnetrzne stopnie swobody czastek, np. spin. Wy-
obrazmy sobie, ze rozpatrujemy gaz elektronéw. Jak wiemy, elektron wystepuje w dwoch
stanach spinowych. Elektrony o réznych spinach moga mie¢ ten sam ped - zakaz Pauliego
tutaj nie dziata. Mozemy wiec gaz elektronowy potraktowac¢ jako mieszaning dwoch gazow
- w jednym elektrony maja spin ,do géry”, w drugim ,do dolu”. Suma statystyczna mie-
szaniny jest iloczynem sum kazdego z gazéow. A poniewaz stany spinowe sg w nieobecno$ci
zewnetrznego pola réwno obsadzone, sumy sg identyczne. Dzieki temu suma statystyczna
mieszaniny jest kwadratem sumy jednego z gazéw i podobnie si¢ rzecz ma z wielka suma
statystyczna. Jedli we wzorach (24, 25, 26) zamieni¢ Z and =2, to przed catkami w réwna-
niach (24, 25, 26) pojawi sie wszedzie dodatkowy czynnik 2. Wynik ten tatwo uogdlnié¢ na
przypadek g wewnetrznych stopni swobody - przed catkami trzeba umiesci¢ czynnik g. Tak
tez dalej zrobimy.

e Funkcje podcatkowe w wyrazeniach (24, 25, 26) zaleza od dtugosci pedu p = |p|, lecz nie od
jego orientacji. Sugeruje to zastosowanie zmiennych sferycznych. Po wykonaniu trywialnych
catek po kacie brylowym znajdujemy

gv >~ dpp*
U / , 27
Am2h3m Jo  z7lePer £ 1 (27)
gV e dpp?
(N) = 27%3/0 zlefer + 17 (28)
gk’BT s —Be
p = i27r2h3/0 dp p* In(1 4 ze P%0), (29)

gdzie g oznacza liczbe wewnetrznych stopni swobody czastek. Doszto tutaj do przykrej
kolizji oznaczen - p oznacza jednoczesnie cisnienie i dhugo$é¢ pedu. Wielkosci te wystepuja
jednak w tak odmiennych rolach, ze nikogo nie powinna owa kolizja zmyli¢.

e Mamy tutaj trzy wielkosci termodynamiczne U, (N) i p, lecz okazuje sie, ze cisnienie mozna
wyrazi¢ przez energie i dalej bedziemy rozwazaé tylko U i (N). Wykonujac catkowanie przez
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czesci w formule (29) otrzymujemy

ng Bep
= j:27r2h3/ dpp®In(1 & ze Pe») (30)
gkpT [P e | /°° p® d s
+ —In(1+ p — — —In(1+£ P
5213 | 3 n(l+ ze )0 5 dp 3 b n(1l 4 ze ")
B g /00 dp p* _2U
T o6mhdm o zlePe 1 3V

A zatem, zarowno dla fermionéw, jak i bozonéw mamy relacje

2

Zwrbéémy uwage, ze réwnosé (31) zachodzi takze dla idealnego gazu klasycznego, w przy-
padku ktérego mamy

3
pV = (N)kgT, U= §<N>kBT. (32)
e Zastapmy jeszcze ped bezwymiarows zmienng
p
= L 33
C T mksT (33)
i formuty (27, 28) zapiszmy w postaci

kpT)3/? d

_ U _ V2g(mks k;BT/ dwat (34)
v m2h3 2 ter* £17
_(N)  V2g(mkgT)3? / da 22 (35)
PF="v = 72h3 0o zler £17

gdzie wprowadziliSmy gestosé energii i gestosé czastek zamiast U i (V).

Granica klasyczna

e Omoéwienie wyrazen (34, 35) zaczniemy od znalezienia ich postaci w granicy klasycznej.
Chcemy sie bowiem przekonaé, czy odtwarzamy wéwcezas formuty (32). Jak pamietamy,
efekty kwantowe mozna pominac, jesli typowa diugosé fali de Broglie’a czastek gazu jest
duzo mniejsza od S$redniej odlegtosci miedzy czastkami, co mozna zapisaé jako

k2 3/2
P (kaT> <l (36)

Gaz wiec zachowuje sie jak klasyczny, gdy jest odpowiednio rozrzedzony i/lub goracy.

e Obliczmy teraz calki w wyrazeniach (34, 35), zakladajac, ze z~! > 1. Wtedy w mianowni-
kach funkcji podcatkowych mozemy pomingé¢ +1 i otrzymujemy

29(mkpT)*? 2
e = V2g (:;hg ) kBTz/ dx xte™ (37)
k T 3/2
p = V29 Z;hg / dz z%e™. (38)
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Wykonawszy catki typu gaussowskiego z pomoca wzorow

/OO dr2?e ™ = ﬁ, /OO do e = 3ﬁ, (39)
0 4 0 8
dostajemy
3 mk:BT 3/2
= = kgT 4
© 2g<27rh2> s (40)
mk’BT 3/2
r= ( omh? ) : (4D

e Rownanie (41) pozwala stwierdzi¢, ze warunek z=! > 1 jest réwnowazny warunkowi kla-
sycznosci gazu (36). A zatem trudno sie dziwié, ze wyznaczajac aktywnos$¢ z rownania (41)
i podstawiajac do (40), znajdujemy klasyczne wyrazenie na gesto$é energii

3
=5P kgT. (42)
a dzieki relacji (31) takze i réwnanie stanu. A zatem, w granicy klasycznej odtworzylismy
znane formulty gazu idealnego.

Zdegenerowany gaz fermionow

Rozpatrzymy teraz gazy idealne w rezimie silnie kwantowym, kiedy warunek klasycznosci (36)
jest mocno naruszony. Dzieje sie tak, gdy gesto$¢ jest odpowiednio wysoka i/lub temperatura
niska. Zaczniemy od gazu fermionéw w temperaturze bliskiej zera bezwzglednego, o ktérym
méwimy, ze jest zdegenerowany. Sens tego okreslenia wkrotce wyjasnimy.

e Interesuja nas gestosci czastek i energii

g/ 27Th ePlep— “)+1

RN — (44
(27h)3 ePle—1) + 17

gdy 8 — oo.

e Kluczowa dla dalszej analizy jest obserwacja, ze rozktad czastek w przestrzeni pedow zmie-
rza do funkcji schodkowej, gdy temperatura dazy do zera, czyli

1

p—oo
eyl Oler— ) (45)

gdzie zgodnie z tradycja potencjal chemiczny w zerowej temperaturze oznaczylismy jako
energie Fermiego, ep = p(7T=0). Formuta (45) méwi, ze w zerowej temperaturze funkcja
rozkladu czastek w przestrzeni pedéw jest rowna jednosci, gdy €, < €, i staje si¢ zerem,
jesli ep > ep. A zatem, stany pedowe o energii mniejszej niz energia Fermiego sa catkowicie
zapelnione, a stany o energii wigkszej sa zupetnie puste.
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e Zastepujac w formutach (43, 44) funkcje rozkladu funkcja schodkowa zgodnie z réwnaniem
(45), otrzymujemy po prostych obliczeniach nastepujace wyniki

d’p g [ gv}
_ P Sep—e)y= I / dpp? = IPE_ 46
P g/ (2wh)3 (er =€) 2m2h3 Jo PP = Gz (46)
= — - J /pF d 4 = 791?% = § 47
c g/ 27Tﬁ r =) se2m o PP T 20m2mm T 500 (47)
gdzie pr jest pedem Fermiego odpowiadajacym energii Fermiego tj. ep = %.

e Korzystajac z réwnania (46) mozna wyrazi¢ ped Fermiego przez gestosé czastek

672 1/3
=2 (48)

Pr = h(
a wowczas gestosé energii i ci$nienie znalezione dzieki relacji (31) wynosza

35/371'4/3 h2 1 67T2 2/3 2
2 5/3 () 7P5/3- (49)

21/35 gQ/3mp ’ L g m

Stwierdzamy zatem, ze, w odroznieniu od klasycznego gazu idealnego, gestosé energii i ci-
$nienie gazu fermionéw nie znikaja w zerowej temperaturze. Na skutek bowiem zakazu
Pauliego tylko g fermionéw ma zerowe pedy, a pozostate poruszaja sie, dajagc wktad do
gestosci energii i ci$nienia. Gaz, ktorego cisnienie jest skutkiem nie ruchu cieplnego, lecz
statystyki Fermi-Diraca, okreslany jest jako zdegenerowany.

e Cho¢ powyzsze formuly wywiedliSmy przy zalozeniu, ze T = 0, obowiazujg one jednak
i dla temperatur skonczonych, choé¢ dostatecznie matych. Aby funkcje rozktadu mozna by-
to zastapi¢ zgodnie z réwnaniem (45) funkcja schodkowa, wystarcza, ze e%F > 1, czyli
warunkiem degeneracji gazu fermionéw jest

ksT < ep. (50)
Po skorzystaniu z relacji (48) warunek (50) daje
hQ 2/3

kpT < (51)
Widzimy, ze gaz staje sie zdegenerowany, kiedy jego temperatura jest odpowiednio niska
lub gestos¢ dostatecznie duza.

e Ze wzgledu na posta¢ warunku (51), mamy nieraz do czynienia z gazem zdegenerowanym
przy catkiem wysokich temperaturach. Dla przyktadu elektrony przewodnictwa w metalach
tworza gaz zdegenerowany w temperaturze pokojowej.

e Spalajac swe paliwo jadrowe, gwiazdy powoli stygna. Jedna z mozliwych trwatych postaci
wypalonej gwiazdy jest bialy karzel, ktoremu stabilno$é¢ zapewnia cisnienie zdegenerowanego
gazu elektronow, zapobiegajac grawitacyjnemu zapadaniu sie karta. Przy skrajnie wysokich
gestosciach elektrony zdegenerowanego gazu staja sie ultrarelatywistyczne tzn. ich energia
dana jest formula €, = |p|c. Wowczas cisnienie jest proporcjonalne nie do p°/3, lecz, jak
tatwo wyliczyé, do p*/3. Okazuje sie, ze przy takiej zaleznosci cignienia od gestosci, stabilne
mogg by¢ tylko biate karty o masie mniejszej niz 1.44 masy stonca, co okredlane jest jako
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granica Chandrasekhara!. Gwiazdy o wickszej masie zapadaja sie glebiej i mogg zakoriczy¢
zywot jako gwiazdy neutronowe, ktéorym stabilno$é umozliwia cisnienie zdegenerowanego
gazu neutronéw, lub kwarkowe, w ktorych jadrze wystepuje zdegenerowany gaz kwarkow.
Najciezsze gwiazdy zapadaja si¢ ostatecznie, przeksztatcajac sie w czarne dziury, z ktorych
nic, nawet swiatto nie moze si¢ wydostac.

Kondensacja Bose-Einsteina

Po zdegenerowanym gazie fermionéw zajmiemy sie gazem bozonéw w niskiej temperaturze,
kiedy ujawniaja sie zdumiewajace wlasnosci kwantowe.

e Rozpatrzmy wyrazenie na gestos¢ bozonéw

52
p= g/ 27?71 ePlep— “)—1 (52)

Poniewaz gesto$¢ czastek jest wielkoscig nieujemng, wiec mianownik funkcji podcatkowej
musi tez by¢ nieujemny. Oznacza, ze potencjal chemiczny u jest w przypadku bozondéw nie-
dodatni, p < 0. Zauwazmy tez, ze gesto$¢ czastek rosnie, gdy potencjat chemiczny zmierza
ku zeru. A zatem maksymalna g@stoéé zgodnie z formuly (52) wynosi

2

g /°° dpp
53
g/ 27rh eﬁfp 1 2mm L ’ (53)
e mkp _ 1

gdzie zastosowaliSmy zmienne sferyczne i wykonaliSmy trywialng catke po kacie brytowym.
Wprowadziwszy bezwymiarowa zmienng

(54)

i skorzystawszy ze wzoru

[7 A VT () (59

e —1 4
w ktorym ((z) jest funkcja zeta Riemanna, przy czym ((3/2) ~ 2.612, znajdujemy

o= o( T e (32) (56)

Czyzby gestos¢ bozondw nie mogta by¢ wicksza niz p.? Owszem moze, lecz jak to pogodzié
z formuty (56)7?

e Aby wyjasni¢ przyczyne wystgpienia jakoby maksymalnej gestosci bozonéw, musimy sie
cofnaé¢ do wyprowadzenia wielkiej sumy statystycznej, do wzoru (16), w ktérym sumowanie
po dyskretnych wartosciach pedu zamieniliSmy na catke po (ciagtym) pedzie. Jesli liczbe
czastek policzymy ze wzoru (16), mamy

(V) =22 Wm0 = L S — e ey = Y S (5
= = — _y_ — Pi) — .
0z T 0z % —~ 1 — ze Pews
Zauwazmy teraz, ze Wyraz powyzszego szeregu opowiadajacy p = 0 ma postac
z
Ny) = ) 58
(No) = —— (59)

1Subrahmanyan Chandrasekhar (1910 - 1995) - hinduski astrofizyk, laureat nagrody Nobla.
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(No) N,
(N) <<_>>

0 0
0 p. P 0 T T

c

Rysunek 3: Wzgledna liczba czastek w kondensacie jako funkcja gestosci i temperatury.

Widzimy, ze gdy potencjat chemiczny i dazy do zera, lub réwnowaznie z — 1, liczba bo-
zondéw o zerowym pedzie staje sie nieskonczona. Zamiana sumy po pedach na calke jest
poprawna, jesli kazdy z wyrazéw szeregu daje infinitezymalnie maty wktad do sumy. Ponie-
waz liczba atomow o zerowym pedzie moze by¢ porownywalna z catg suma, ten jeden wyraz
wymaga specjalnego potraktowania, gdy z — 1. Musimy woéwczas dodaé czton (Ng)/V do
wyrazenia na gestos$é bozonéw (52).

e Gdy w uktadzie bozonéw skonczony ich utamek ma zerowy ped, méwimy, ze nastgpita

kondensacja Bose-Einsteina, a zbiér czastek o zerowym pedzie nazywa si¢ kondensatem Bose-
Einsteina. Kondensacja wystepuje, gdy przy ustalonej temperaturze zwickszymy gestosé po-
nad wartosé¢ krytyczna (56). Podobnie bedzie, jesli przy ustalonej gesto$ci obnizymy tem-
perature ponizej wartosci krytycznej

- <gc<§/2>)2/3' (59)

Gdy pojawia sie w uktadzie kondensat, p = 0 lub, co réwnowazne, z = 1.

o Jedli gestosé bozondéw przekracza wartosé krytyczna (56), nadwyzka wystepuje jako kon-
densat - zbidr czastek o zerowym pedzie. Ich wzgledna liczba wynosi

(60)

(No) 0, gdy p<p.,
(N) 1—2 gdy p>p,.

e Zastapiwszy p. formuta (56) i wyliczywszy p z rownania (59), wielko$¢ kondensatu (60)
wyraza sie nastepujaco

<N0> _ 07 » gdy T> Tm (61)
(N) 1—(%>/ gdy T <T..

Zaleznosci (60, 61) ilustruje Rys. 3. Jak widzimy, wszystkie czastki gazu naleza do konden-
satu, gdy temperatura jest zerowa lub gesto$¢ nieskonczona. Do obu tych reziméw mozemy
zbliza¢ sie jedynie asymptotycznie.

e Zauwazmy, ze zjawisko kondensacji Bose-Einsteina nie wystepuje, jesli uktad jest nie trojwy-
miarowy, lecz ma tylko dwa lub jeden wymiar przestrzenny. Wowczas czynnik p? w liczniku
funkcji podcatkowej w réwnaniu (53) nalezy zastapi¢, odpowiednio, przez p lub 1, caltka
jest rozbiezna przy p — 0 i czastki gazu o dowolnie wysokiej gesto$ci maja cieplny rozktad
pedu. Kondensat wiec nie powstaje.
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e Obliczmy gesto$¢ energii gazu bozondéw, gdy T' < T, pamietajac, ze czastki z kondensatu
majace zerowe pedy nie wnoszg wktadu do energii uktadu. Poniewaz potencjal chemiczny
znika, mamy

g < dpp! g(2mkpT)®? [ draxt
€= g/ / > = / —.  (62)
27rh eﬁfp — 1 4m2m Jo eTRET 1 Am2hdm Jo e —1

Skorzystawszy ze wzoru

o drat 3w
| == cr2), (63)

w ktorym ((5/2) ~ 1.342, gesto$¢ energii znajdujemy jako

3 kaT 3/2
= —kpT g —— 2). 4
e= ShaTg(" 20 ) C6/2) (64
e Pojemnos¢ cieplna wynosi
- oUu 15 mk:BT 3/2
v = ((9T> 1 kBg( orh? ) B2V (65)

i zgodnie z trzecig zasada termodynamiki znika, gdy 7" — 0.

e Jako przyktad uktadu bozonéw, w ktérym nastepuje kondensacja Bose-Einsteina, trakto-
wano przez diugie lata ciekty hel “He, ujawniajacy nadcieklosé w temperaturze ponizej 2.18
K. Wystepuja wtedy w uktadzie dwie fazy: normalna i nadciekta. Ta druga identyfikowana
jest wtasnie z kondensatem Bose-Einsteina. Jednak rozpatrywany powyzej idealny gaz bo-
zondéw jest niezbyt adekwatnym modelem ciektego helu, bowiem oddziatywania, tak jak to
si¢ dzieje w cieczach, ogrywaja znaczacg role i trudno je catkiem zignorowac.

e W 1995 roku Eric Cornell i Carl Wieman uwiezili w putapce magnetycznej gaz atomow
rubidu, w ktérym po obnizeniu temperatury do 1.7 - 10~7 K zaobserwowali pojawienie si¢
kondensatu Bose-Einsteina, mierzac rozktad predkosci atoméw. W samym czasie Wolfgang
Ketterle wykonal podobny eksperyment z atomami sodu. W obu przypadkach gaz byt bar-
dzo rozrzedzony, wiec nie ma watpliwosci, ze powstanie kondensatu byto efektem statystyki
Bose-Einsteina, tak jak w oméwionym tutaj idealnym gazie bozonéw. Za wspomniane do-
konania Cornell, Wieman i Ketterle otrzymali w 2001 roku Nagrode Nobla.

Gaz fotonow

Rozwazymy teraz gaz fotonéw, analiza wlasnoéci ktérego doprowadzita Maksa Plancka? do
sformutowania w 1900 roku hipotezy kwantéw i wprowadzenia do fizyki nowej statej uniwersal-
nej - wlasnie statej Plancka h. Wielki fizyk nie zajmowatl sie bynajmniej ,fotonami” - to pojecie
pojawilto sie pézniej, gtéwnie za sprawg Plancka i Einsteina, a sam termin foton ukut chemik
Gilbert N. Lewis dopiero w 1926 roku. Maksa Plancka interesowal problem promieniowania ciata
doskonale czarnego, czyli promieniowania elektromagnetycznego, bedacego w rownowadze ciepl-
nej z otoczeniem. Dobrym modelem ciata doskonale czarnego jest, patrz Rys. 4, wneka wewnatrz
nagrzanego metalu. Obserwacje umozliwia otwor, na tyle jednak maty, aby emitowane przezen
promieniowanie nie naruszalo réwnowagi uktadu. Zagadka fizyki konca XIX wieku byt uniwer-
salnych charakter widma promieniowania ciata czarnego, zalezny jedynie od jego temperatury.

2Maks Planck (1858 - 1947) - niemiecki fizyk, laureat Nagrody Nobla.
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Dm0

Rysunek 4: Model ciata doskonale czarnego.

e Foton ma zerowa mase, a jego energia przy pedzie p wynosi €, = |plc, gdzie ¢ jest pred-
koscig swiatta. Fotony nie niosa zadnego zachowywanego tadunku, wiec ich liczba nie jest
ustalona. A poniewaz energia swobodna uktadu fotonéw nie zalezy od ich liczby, to poten-
cjat chemiczny jest rowny zeru. Bioragc pod uwage oba fakty, gesto$é¢ energii gazu fotonow
zapisujemy jako

_2/ c /00 dpp*  (kgT)* /00 dr x*
27Th eﬁep —1 efer — 1 m2h3c3 er —1’
gdzie uwzglednilidmy, ze foton wystepuje w dwdch stanach spinowych, czyli g = 2. Skorzy-
stawszy ze wzoru

(66)

< drxd mt
= — 67
/o et —1 15’ (67)
gestosé energii ostatecznie wynosi
2

€= e kLT, (68)

co jest znane jako prawo Stefana-Boltzmanna?.

e Pojemno$¢ cieplna gazu fotondéw wymnosi
_/ou 4qr? 43

v = <8T) e Vel (69)

i zgodnie z trzecia zasada termodynamiki znika, gdy 7' — 0. Warto tez zauwazy¢, ze pojem-
no$¢ cieplna rosnie nieograniczenie wraz ze wzrostem temperatury. Wiaze sie to ze zwiek-
szajaca sie Srednig liczba fotondw, a co za tym idzie rosngca nieograniczenie liczbg stopni
swobody uktadu.

e Cisnienie gazu fotonéw znajdujemy ze wzoru (29), ktéry daje

kgT —Be
= 7T2h3/ dpp*In(1 — e PP). (70)
Po wykonaniu catkowania przez czesci otrzymujemy znang relacje
1
= - 71
P=ge (71)

charakteryzujaca gaz czastek bezmasowych. Zwroémy uwage, ze w przypadku masywnych
czastek nierelatywistycznych obowiazuje réwnanie (31), czyli p = %5. Zgodnie z formutg

3Josef Stefan (1835-1893) - austriacki fizyk narodowosci stoweriskiej; Ludwig Boltzmann (1844 - 1906) - austriacki fizyk, twérca
kinetycznej teorii gazéw.
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(71), promieniowanie wytwarza cisnienie, ktére nalezy uwzgledni¢ w bilansie sit okreslaja-
cych rownowage gwiazd, na co pierwszy zwrdocit uwage polski fizyk Czestaw Biatobrzeski
(1878 - 1953).

e Ped i energie fotonu mozna wyrazié¢ przez czestosé w jako, odpowiednio, Aiw/c i hw. Wowezas
energia gazu (66) dana jest wyrazeniem

ho o dww?
€= / , (72)
w2c3 Jo eflw —1
a rozktad widmowy promieniowania przyjmuje postaé¢ stynnego wzoru Plancka
de oW
= —_. (73)

dw w23 efhw — 1

e Fotony zachowuja sie jak klasyczne fale elektromagnetyczne, gdy dtugos¢ ich fali jest duza
w poréwnaniu ze skala dtugosci wystepujaca w problemie. Opowiada to granicy matych
czestoscei. Jedli zatozy¢, ze hw < kT, wowczas wzor Plancka daje rozktad widmowy wyni-
kajacy z klasycznej teorii promieniowania

de  kgT
=B 2 (74)

dv 723

Jest rzecza znamienna, ze we wzorze (74) nieobecna jest stata Plancka.

e Rozktad widmowy Plancka (73) jest w przyrodzie mocno rozpowszechniony. Spektrum pro-
mieniowania nagrzanych ciatl, w szczegélnosci gwiazd, jest zwykle bardzo jemu bliskie.
Wszechswiat wypetia reliktowe promieniowanie tta o temperaturze 2.7 K doskonale opi-
sywane formuty (73).



