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Kinetyczna teoria gazéw 11

W poprzednim wyktadzie wprowadziliSmy i oméwilismy podstawowe pojecia teorii kinetycz-
nej. Tutaj zajmiemy sie najistotniejszymi kwestiami, ktérych teoria dotyka - wyprowadzimy
rownanie Boltzmanna i przebadamy jego konsekwencje, dowodzac stynne twierdzenie H.

Rownanie Boltzmanna

Zderzenia czastek gazu maja kluczowe znaczenie dla pewnych jego wtasnosci, decyduja,
w szczegblnosci, o dazeniu uktadu do rownowagi termodynamicznej. Zmodyfikujemy wiec row-
nanie kinetyczne, oméwione w poprzednim wyktadzie, tak aby uwzgledni¢ zderzenia zachodzace
miedzy czastkami gazu.

e Wyprowadzajac kinetyczne réwnanie bezzderzeniowe

0
<8t+v-V+F(r)-Vp>f(t,r,p) 0, (1)
sledzilismy, gdzie sie znajduja i jaki maja ped w chwili t + 0t czastki, ktére w momencie
t znajdowaly sie w punkcie r i miaty ped p. Obecno$¢ zderzen istotnie modyfikuje to
rozumowanie, bowiem na skutek zderzenia czastka praktycznie nie zmieniajac potozenia
moze nagle zmieni¢ swoj ped.

e Naszym celem jest wyprowadzenie tzw. cztonu zderzeniowego C (¢, r, p), ktory okresla zmia-
ne funkcji rozktadu na skutek zderzen, to znaczy

of(t,r,p)
ot

C(t,r,p) = (2)

zderzenia

Czlon ten wstawimy zamiast zera do prawej strony réwnania (1).

e Prawdopodobienstwo na jednostke czasu, ze czastka o pedzie p zderzy sie z czastka o pedzie
p1 w chwili ¢ i punkcie r, a w efekcie zderzenia czastki beda miaty pedy p’ i p), zapiszemy

jako
d’p d’p

t,I’, 78 \3 t,I’, w ) /7 1 ) 3
gdzie wielkos¢ W (p, p1|p’, p}) nazywana elementem przejscia wyraza sie wzorem

W (p, il pl) = (27 v — vi| e (1)

p? p]. p 7p1 - 1 d3p/d3p/17
w ktorym v = %, v = % sg predkosciami czastek, wiec v—vy jest ich predkoscig wzgledna;
dgp‘f# jest przekrojem czynnym na zderzenie, w efekcie ktérego czastki stanu koncowego
1

maja pedy p’ i p}. Czynnik (27)% wynika z konwencji, ktéra kaze dzieli¢ rézniczke dp
przez (2m)3. Wzory (3, 4) staja sie tatwo zrozumiale, jesli pamigtamy, ze prawdopodobien-
stwo zderzenia na jednostke czasu jest réwne iloczynowi strumienia czastek poczatkowych
i przekroju czynnego na zderzenie, co faktycznie stanowi definicje przekroju czynnego.

e Podczas zderzenia energia i ped sg zachowywane, wiec zachodzg réwnosci

p° p? p° p’
/ /
om  2m 2m+2m7 PHPL=P +P (5)
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Sprawia to, ze z szesciu sktadowych pedéw p’ i p] tylko dwie nie sa okreslone przez prawa
zachowania. Dzigki temu mozemy wyrazi¢ przekrdj czynny di”;’lﬁ przez zwykty rozniczkowy
1

przekrdj czynny j—g zdefiniowany w uktadzie Srodka masy zderzajacych sie czastek. Aby

znalez¢ ten zwiazek, obliczymy nastepujaca wielkos¢ w uktadzie srodka masy

2
p b1 P P} 3) / I\ 33,073,
§(om+ ot - 2o P o _p - ) &Py,
5 o T T o (P+p1—p —py) pd’p
Po pierwsze zauwazamy, ze wielko$¢ ta nie zalezy od wyboru uktadu odniesienia, bowiem
dwie energie i dwa pedy, ktore sa, odpowiednio, réwne sobie w jednym uktadzie, sg rowniez
sobie réwne w kazdym innym. Ponadto jakobian transformacji Galileusza pedéw rowny jest
jednosci. A zatem mozemy zapisac

2
p Pi _P b1 3) / IN 330 137
N\ om T om " am " 2m) —p —pl) d*ld
(2m+2m 2m Qm) (p+p1—p —p1) PPy (6)
p! p p'12 (3)
=& = 2 Tl ) 50B) (! . A3 B 7

gdzie uwzgledniliémy fakt, ze w uktadzie $rodka masy, w ktérym pedy oznaczamy gwiazdka,
z definicji mamy p, = —p.1. Uwzgledniajac wlasnoséé, ze o(x) dx = 1, jesli tylko rézniczka
dx zawiera punkt x = 0, réwnos¢ (7) mozemy przepisaé jako

2 2 12
5(P L PP p1> 5 (p+p1—p —p,) @pdip, = 5(1’* - p*) Pyl (8)
m m m

Wprowadzajac zmienne sferyczne i pamietajac, ze

d(z — xg)

6(¢($)): ’d¢(;po) ) (9)

dx

gdzie xg jest jedynym rozwiagzaniem réwnania ¢(z) = 0, otrzymujemy

2 2 12 12
P bi P P1 ) s® AN R
o to  —5—— 0 -p - &'y, = Zmp,dQ 1
<2m + o'm 2m 2 > (P+p1—P —p1) &Ppdp mp,dSl, (10)

Bp'ddpy, — mp,

do 2 P> p? p p do
5( 1——1)5<3> P, 1
2m + 2m  2m  2m (P+p1—p pl)dQ (11)

Zauwazmy, ze mnozac stronami réwnanie (11) przez d*p'd®p; otrzymujemy tozsamosé

do do

g3, 93, -
By, d°p'd’py 70 ds2. (12)
e Widzimy, ze wyrazenie
d3p1 dsp/ d3p/
/ (271_)3 (271’)3 (27T)13 f(ta r, p) f(tu r, pl) W(p7 pl’plu p/1)7 (13)

okresla ubywanie na skutek zderzen czastek o pedzie p. Lecz przeciez w gazie wystepuje
rowniez proces odwrotny, zwigkszajacy liczbe czastek z pedem p, w ktorym zderzaja sie
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czastki o pedach p’, p/, a po zderzeniu czastki maja pedy p, p;. Tak zatem czton zderze-
niowy przybiera forme

d3 d3/ d3/ . . .,
Ct,r,p) = /(2:;3 (2:)3 (2:)13 f(t,r,p’) f(t,r,p}) W(P', Pi|P, P1) (14)

— f(t,r,p) f(t,r,p1) W(p, p1|p’, P}) |-

e Jesli zatozy¢, ze oddziatywania odpowiedzialne za zderzenia w gazie sa niezmiennicze przy
odwroceniu kierunku uptywu czasu, woéwczas

W(p',pilp,p1) = W(p,p:|P’, P1) (15)

i czton zderzeniowy (14) upraszcza sie do postaci

d3 1 d3 / d3 /1 , ,
Ctrp) = [ G Gy (g |79 F(6xB0) (16)

- f(ta r, p) f(ta r, pl) W(p7 pllp,7 pll)

Oddziatywania wystepujace w przyrodzie, poza oddziatywaniami stabymi, sa symetryczne ze
wzgledu na zmiane kierunku czasu. W przypadku zas$ oddziatywan stabych efekty asymetrii
czasowej sa nieduze. Uproszczona wiec postaé czlonu zderzeniowego (16) praktycznie nie
ogranicza teorii.

e Uwzgledniajac relacje (4) i (11), czlon zderzeniowy (16) mozna przepisa¢ w bardziej trady-
cyjnej formie jako

3

C(t,r,p) z/éf)ﬂ, dQ\v—vllj?l{f(t,r,p’)f(t,r,p’l)—f(t,r,p)f(t,r,pl) . (17

e Réwnanie kinetyczne

(gt—l—V-V—i-F(r) -Vp)f(t,r,p) = C(t,r,p), (18)
w ktérym czton zderzeniowy dany jest formuta (17) nosi nazwe réwnania Boltzmanna'. Ze
wzgledu na swoj rézniczkowo-catkowy, a do tego nieliniowy charakter - zwréémy uwage,
ze funkcja rozkltadu wchodzi do cztonu zderzeniowego kwadratowo - réwnanie jest trudne
do rozwigzania. Jednak najwazniejszy bodaj wniosek plynacy z rownania - nieodwracalny
wzrost entropii - mozna wywies¢, odwolujac sie jedynie do jego ogdlnych wlasnosci.

Entropia
e Zalezng od czasu entropie definiujemy w teorii kinetycznej nastepujaco
d3r d3p
S(0) = ks [ CTLP
*) B (2m)3

gdzie stata Plancka powita si¢ jedynie po to, aby argument logarytmu byt, tak jak powinien
by¢, bezwymiarowy.

f(t,x,p) [’ f(t,x,p)], (19)

1Réwnanie zaistnialo w fizyce w 1872 roku wraz z ukazaniem sie¢ fundamentalnej pracy Ludwiga Boltzmanna Weitere Studien
tber das Warmeglechgewicht unter Gasmolekiilen (Dalsze studia nad réwnowagq cieplng gazowych molekul).
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e Jesli podstawi¢ do definicji (19) réwnowagowa funkcje rozktadu

o2r \32N __p?
) = () e T (20)

v
wprowadzong w poprzednim wyktadzie, wowczas otrzymujemy

3
S = NkgIn V(kaT>z} 3

A2 + §Nk:3. (21)

co doktadnie si¢ zgadza z wyrazeniem na entropie gazu doskonatego, uzyskana w ramach
mechaniki statystycznej Gibbsa przy zastosowaniu zespotu kanonicznego. Sugeruje to po-
prawno$¢ definicji (19).

Twierdzenie H

Twierdzenie H stanowi historycznie pierwsza, lecz do dzis pewnie najwazniejsza probe zro-
zumienia zagadki drugiej zasady termodynamiki - nieodwracalnego wzrostu entropii. Zajmiemy
sie teraz tym stynnym twierdzeniem?.

e Twierdzenie H stwierdza, ze entropia dana wzorem (19) jest funkcja niemalejaca, jesli funk-
cja rozktadu spelnia réwnanie Boltzmanna (18).

e Aby dowiesé twierdzenie, policzmy pochodna czasowa entropii. Wychodzac z definicji (19)
znajdujemy

ds(t) _ —kB/ d*r d’p Of(t,r,p)

Tdt @2m)E ot

dt | In[R* (¢, x,p)] + 1]. (22)

e Poniewaz funkcja rozkladu spetia z zatozenia réwnanie Boltzmanna (18), wiec

of(t,r,p)

ot :—<V-V+F-Vp)f(t7r,p)—|—C(t,r’p)' (23)

Podstawiajac (23) do réwnania (22), znajdujemy czlon zawierajacy gradient funkcji rozkta-
du w postaci

[ @9 f(tep) (w2 x,p)] + 1], (24)

ktory obliczamy, wykonujac catkowanie przez czesci

/d% Vf(tr,p) [ B f(t,r,p)] + 1] = —/d3r Vi(t,r,p) = 0. (25)

Nie pojawia sie tutaj czton powierzchniowy, gdyz funkcja rozktadu znika, gdy |r| — co. Wy-
nika to z normowalnosci tej funkcji. Z tego samego powodu znika druga catka w wyrazeniu
(25). Podobnie pokazujemy, ze pedowy gradient obecny w wyrazeniu (23), rowniez nie daje
wkladu do pochodnej entropii (22). Funkcja rozktadu bowiem znika takze, gdy |p| — oo,
co rowniez jest skutkiem jej normowalnosei. A zatem pochodna entropii (22) wynosi

dS(t) L / d®r d*p

—2 = —kp - =
dt (2m)3

?Nazwa twierdzenia pochodzi od oznaczenia litera, H wielkosci, ktéra rozwazano zamiast entropii. Wielkosé ta, majaca przeciwny

znak niz entropia (19), Boltzmann oznaczyl jako E w swojej fundamentalnej pracy z roku 1872. Liter¢ H przypuszczalnie wprowadzil
Henry W. Watson w drugim wydaniu swojego traktatu Kinetic Theory of Gases z roku 1893 i ta nazwa si¢ przyjela.

C(t,r,p) {ln[h?’f(t, r,p)| + 1}. (26)
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. Podstawiaj@c jawny czton zderzeniowy (16) do formuty (26), uzyskujemy

B pd3p1 d3/d3 L ;.
D — kg / dr 5 s (e M S [+ W o il 1), (27

gdzie Wprowadzﬂlsmy nastepujace oznaczenia
fEf(taral))a flzf(tarapl)a flEf(t,I‘,p/), f{Ef<t7rap/1) (28)

e Dokonujemy teraz takiej zamiany zmiennych pod catka w réwnaniu (27), ze p przecho-

dzi w p1, a py w p, czyli p < p1. Uwzgledniajac, ze W(p, p1|p’, p}) = W(p1,PlP’,P)),
otrzymujemy

3 3./ 3
B _ ks [ p S (o (£ 1 [0 ) + W (o, il B, (29)

)? (2m)* (2 )

e Dodajac stronami réwnania (27, 29) i dzielac wynik przez dwa, znajdujemy

dS(t) ks [ 5 & dpy & dp
a2 ) e e 2 (2 )

[ fr = £ [ WA £1] + 2] W (p, pr [P/, PY)- (30)

e Kolejny krok polega na zamianie parami p «<» p’ i p; < p] i wykorzystaniu wlasnosci
W(p,pi1|p’,p}) = W(p/,p}|p,p1). W ten sposob, formuta (30) zamienia sie w
dS(t) kg [ 5 d&p d&Ppy &Pp &Ep)
—_ = r
dt 2 (2m)3 (2m)3 (2m)3 (2m)3

L FL = FA) [ fRSF £ + 2] W (D, pi [, BY)- (31)

e Dodajemy teraz stronami réwnania (30, 31) i dzielimy wynik przez dwa. Tak otrzymujemy
poszukiwane wyrazenie

S(t) _kB/dS pd3p1d3’d3

) (2n)7 2]’ (32

 [ffi = 1 £] [ [Af ] = [R° f' £ W (p, b1 [P, DY)
e WprowadZmy oznaczenia x = ff; iy = f'f{. Poniewaz logarytm jest funkcja monotonicznie
rosnaca, zachodza relacje
xz2y = Inz>lny oraz <y = Inz<lny, (33)
ktore prowadza nas do wniosku, ze
(x —y)(Inx —Iny) > 0. (34)

Widzimy wiec, ze funkcja pod catka (32) jest nieujemna, gdyz element przejscia jako praw-
dopodobienstwo tez jest nieujemny.

e Dochodzimy tedy do fundamentalnej konkluzji
dS(t)
dt

A zatem pokazaliSmy, ze entropia nie maleje, o ile funkcja rozktadu spetlia réwnanie Bolt-
zmanna. Spodziewamy si¢, ze entropia osigga maksimum, gdy funkcja rozktadu przybiera
rownowagowg postaé. Aby to pokazaé, musimy rozwigzaé¢ pewien techniczny problem.

> 0. (35)
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Niezmienniki zderzeniowe

e Niezmiennikiem zderzeniowym ® nazywamy taka charakterystyke pojedynczej czastki, ze
suma tych charakterystyk czastek stanu poczatkowego zderzenia zachowywana jest podczas
zderzenia. W przypadku zderzen binarnych, jedynych ktére uwzglednia rownanie Boltzman-
na, mozna zapisac, stosujac notacje analogiczng do (28), nastepujaca relacje

O+ P — 9 — P =0. (36)
® moze by¢ energia, pedem, a takze liczbg, dowolna, lecz taka samg dla wszystkich czastek.

e Udowodnimy teraz nastepujaca rownosé

[E/<Z3> ®C(t,r,p) = 0. (37)

e Uwzgledniwszy jawna postaé czlonu zderzeniowego (16), lewa strona rownania (37) wyglada
nastepujaco

&Pp dpy &y dPp) .
-/ 5 2 G (@ V= TR (0 il ). (38)

Dowdéd réwnosci (37) przebiega bardzo podobnie do dowodu twierdzenia H.

e Na poczatek, pod catka w réwnaniu (38) zamieniamy zmienne p < p; i uwzgledniajac, ze
W(p,p1|p’, py) = W(p1, p|P’, P}), otrzymujemy

3 3 3,/ 3
-/ (dp T T0 D g g R W (R, B (39)

2m)* (2m)? (2m) (2 )

e Dodajac stronami réwnania (38, 39) i dzielac wynik przez dwa, znajdujemy

/d3p d31 d3/ d3
T2 3 (2m)3 (2)

e W kolejnym kroku zamieniamy parami p < p’ i p;1 < p} i korzystamy z wlasnosci
W(p,p1|p’, p1) = W(p', pi|p, 1), aby uzyskat

[+ @ [f'f1 = fAIW (P, P1lP’, PY)- (40)

/ d3p d3p1 d3p/ d3
2

3 (2m)3 (27)3 S+ o [f A - f AW (P, PP, PY)- (41)

e Dodajemy teraz stronami réwnania (40, 41) i dzielimy wynik przez dwa. Tak znajdujemy
poszukiwane wyrazenie

[©+ &y — " = R [f'f; = FA]W (P, p1lp’, P}) =0, (42)

/ d3p d3p d3p/ d3
1 27)3 (27T)

ktére znika ze wzgledu na relacje (36).
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Roéownowagowa funkcja rozktadu

Entropia osigga maksimum, kiedy uktad dochodzi do stanu réwnowagi termodynamiczne;j.
A zatem warunek znikania pochodnej czasowej entropii powinien okresli¢ postaé réwnowagowej
funkcji rozktadu.

e Formuta (32) jasno pokazuje, ze pochodna entropii zeruje sie, jesli
fh=1H (43)
co po zlogarytmowaniu daje warunek
Inf+Infi—Inf —Inf] =0, (44)
stwierdzajacy, ze In f jest niezmiennikiem zderzeniowym.

e Zakladajac, ze w gazie nie wystepuje pole sit, rownowagows funkcje rozktadu zbudujemy
z trzech niezmiennikow: energii, pedu i liczby czastek tj.
2

In f*(p) = a2p—m +b-p+ec, (45)

czyli ,
14 (p) = exp [ap— +b-p+ c}, (46)

2m

gdzie a, b, ¢ sg parametrami.

e Parametrom tym nadamy sens fizyczny, obliczajac gesto$é czastek i strumien

d3p mb? m \3/?
_ ed(n) — — - 47
P / (27)3 Jp) = exp { 20 c]( 277@) ’ (47)
dPp p b mb? m \3/2
j = — fp) =—— — - — 48
. / (2m)3 m I (p) a P { 20 C} ( 277@) ’ (48)
gdzie zatozyliSmy, ze a < 0, aby istniaty powyzsze calki, zeby funkcja rozktadu byta nor-
mowalna. Wtasciwie juz formuta (46) sugeruje, ze a = —3 = _kE%T i tak to przyjmiemy.
Zaktadajac, ze strumien ma postaé
J=pu, (49)
w ktorej u jest predkoscia unoszenia, stwierdzamy, ze
u 21\ 3/2
bo % - ( ) . 50
kT © TP \mkpT (50)

e Zamiast zakladaé¢ posta¢ strumienia (49), mozemy réwnowaznie zdefiniowaé¢ predkos$é uno-
szenia jako u = j/p.

e Réwnowagowa funkcja rozktadu przybiera ostateczng postac

P = o) o[BS
- ()l -]

gdzie po drugiej réwnoéci wprowadziliémy predko$¢ v = 2 zamiast pedu p. Widzimy, ze
funkcje rozktadu (51) mozna otrzymaé z funkcji (20) poprzez transformacje Galileusza do
uktadu, w ktorym termostat porusza sie z predkoscig u.
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e Jesli przyjaé, ze w gazie wystepuje pole sit, takie ze F(r) = —Vu(r), wéwczas powyzsze
rozumowanie nieco sie modyfikuje, a uzyskana rownowagowa funkcja rozktadu ma forme

T 3/2 p2 u2
eq — _ - _ . _ 52
fe.p) p°<kaT> P [ 6<2m P o H(r)ﬂ (52

2m  \3/? m(v —u)?
N p°<kaT> eXp[_ﬁ< 2 H(r))]’
gdzie pg nie jest gestoscig czastek, ta bowiem dana jest wzorem
d3p e

pe) = [ (o £0e2) = poespl- (o) (53)

Widzimy, ze w obecnosci pola sit réwnowagowa gestos$é czastek zalezy od potozenia.

e Na koniec zwrdéémy uwage, ze funkcja rozktadu (52) spetnia réwnanie transportu
(v-V+F(r)-V,)frp) =0, (54)

czego dowodzi prosty rachunek.

Chaos molekularny

Po ukazaniu si¢ pracy z twierdzeniem H posypaly sie¢ na Boltzmanna gromy - wyprowadze-
nie nieodwracalnego wzrostu entropii z odwracalnych w czasie praw dynamiki budzito sprzeciw.
Wkroétce zrozumiano, ze Zrodlem nieodwracalnosci jest przyjete w rownaniu kinetycznym za-
tozenie o molekularnym chaosie - czego sam Boltzmann byl $wiadom. Wyjasnimy na czym to
zalozenie polega.

e Wyprowadzajac czton zderzeniowy rownania Boltzmanna, przyjeliSmy, ze prawdopodobien-
stwo znalezienia w chwili ¢ w punkcie r czastek o pedach p i p; jest proporcjonalne do

f(t,[’,p) f(t7r7p1)' (55)

Zalozylismy wiec milczaco, ze czastki sa niezalezne od siebie, co jest prawda tylko w przy-
blizeniu. Oddziatywania bowiem koreluja wzajemnie ruchy czastek. W przypadku silnego
odpychania, dla przyktadu, prawdopodobienstwo znalezienia w tym samym miejscu i czasie
czastek z takimi samymi pedami bedzie znaczaco mniejsze niz kwadrat prawdopodobienstwa
znalezienia jednej czastki.

e Twierdzenie H nalezatoby wiec sformutowaé: entropia jest niemalejacg funkcja czasu, jesli
w uktadzie wystepuje molekularny chaos.
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Pchty i psy

Aby pokazaé, jak kluczowa jest rola niezaleznych od siebie procesow losowych dla jednokie-
runkowej ewolucji uktadu wielu cial, matzonkowie Tatjana i Paul Ehrenfestowie sformutowali
w 1907 roku zdumiewajaco prosty i sugestywny model.

e Wyobrazmy sobie dwa sypiajace razem zapchlone psy. Niech N;(t) bedzie zalezna od czasu
liczba pchel na pierwszym psie, a No(t) na drugim.

e Pchty wciaz skacza i z prawdopodobienstwem na jednostke czasu réwnym « pchta przeska-
kuje z jednego psa na drugiego.

e Przyrost liczby pchet danego psa jest proporcjonalny do liczby pchet drugiego, a spadek
liczby pchet jest proporcjonalny do liczby pchet posiadanych. Tak zatem rownania opisujace
liczby pchet kazdego psa wygladaja nastepujaco

ANy (t)
di = O./Nz(t) — OéNl (t), (56)
ANy (t)
22 = aNi(t) — aNa(h) (57)

e Dodajac i odejmujac réwnania stronami dostajemy

i(Nl (t) + Na(t)) =0 (58)

dA(t)
— = —20A(t 59
— = —2a0), (59)
gdzie A(t) = Ny(t) — No(t). Réwnanie (58) méwi, ze w przyjetym modelu caltkowita liczba
pchet, czyli suma pchel na obu psach, jest zachowana. Oznaczmy ja jako N. Prosciutkie zas
rownanie (59) daje A(t) = A(0)e 2.

e W ten sposob znajdujemy

Ni() = 5 (N +A0) = 5N + (Mi(0) ~ 5N) e, (60)
Ny(t) = ;(N —A) = ;N T (Ma(0) - ;N) ¢t (61)

Widzimy, ze catkiem niezaleznie od poczatkowych wartosci N1(0) i N3(0), uktad osiagnie
po czasie t > o~ ! réwnowage: Ni(t) = Ny(t) = 3N. Psy beda réwno zapchlone i dalsza
ewolucja uktadu ustanie.



