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Kinetyczna teoria gazow III

Wyktad ten po$wiecony jest wyprowadzeniu hydrodynamiki na gruncie teorii kinetyczne;j.
Hydrodynamika jest zwykle kojarzona z cieczami, wszak sama nazwa wywodzi si¢ od greckiego
vipw — woda, lecz tutaj mamy na mysli pewien typ makroskopowego opisu, ktory stosowany
jest zarowno do cieczy jak i gazéw. Chcemy wiec wywies¢ rownania hydrodynamiki z rownania
kinetycznego Boltzmanna

(i?at iy V)f(t, r,p) = C(t,r,p), (1)

w ktorym dla uproszcezenia zadania pomijamy zewnetrzne pole sit.

Makroskopowe prawa zachowania

e Jak pamietamy z poprzedniego wyktadu, czton zderzeniowy spelnia nastepujace relacje

/(;T];E}C(t,r,p) = 0, (2)
[ GepCttrp) = o )
/(;l7rp)3€p C(t,r,p) = 0, (4)

wynikajace z zachowania liczby czastek, pedu i energii w zderzeniach. Pierwsze prawo za-
chowania jest spetnione tylko w przypadku zderzen binarnych, ktére uwzglednia réwnanie
Boltzmanna, pozostate dwa sa ogoélnie prawdziwe.

e Dzieki relacjom (2, 3, 4) mozemy otrzymacé trzy makroskopowe prawa zachowania w formie
trzech réwnan cigglosci. W tym celu mnozymy rownanie Boltzmanna przez, odpowiednio,
1,p" 1 €p, a nastepnie wykonujac catkowanie po pedzie, znajdujemy

apggr>+v-j(t,r) ) (5)
aPia(tt,r)+aHgﬁj,r) _ o (©)
agggr)JrV-I(t,r) _— (7)
adzic i, j = z.y, 2, a wielkogci zdefiniowane jako
per) = [t den=[ S0 e, )
Pln) = [a5rene.  men= [ S5 e, )
() = [ gl 1tn=[ S5 Pasurp. 0

to: p - gestodé czastek, j - strumien czastek, P gestodé pedu, I1¥ strumien pedu, € - gestosé
energii i I - strumien energii.
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Lokalna ro6wnowaga termodynamiczna

e Réwnania hydrodynamiki okreslanej jako hydrodynamika cieczy idealnej uzyskujemy z ma-
kroskopowych praw zachowania (5, 6, 7) podstawiajac do wzordw (8, 9, 10) funkcje rozktadu
lokalnej réwnowagi termodynamiczne;j

fe4t,r,p) = p(t,r) (mlCBQTW(t,I'))S/Q exp [_ (I;;IZZ;(;;;)))Q]’ (11)

ktora tym rozni sie od rownowagowej funkcji rozktadu omawianej w poprzednim wyktadzie,
ze gesto$¢ p, temperatura T' i predkosé u zaleza od czasu i potozenia.

e Za postacia funkeji rozkladu (11) kryje sie wazne fizyczne dopuszczenie. Zaktadamy miano-
wicie, ze zmierzajac do rownowagi termodynamicznej uktad najpierw osiaga lokalng réwno-
wage, co oznacza, ze W kazdym punkcie ukladu rozklad pedu staje si¢ rownowagowy, lecz
wartosci parametréw p, T i u sa w réoznych punktach rézne. Nastepnie poprzez wyréwny-
wanie si¢ wartosci tych parametréw uktad dochodzi do réwnowagi globalnej.

e Podstawiajac funkcje rozktadu (11) do wzordéw (8, 9, 10) i catkujac po pedzie, otrzymujemy

i = pu, (12)

P = mpu, 1Y = mpu'v? + 6 pkpT, (13)
1 3 1 D

e = §mpu2+§pk’BT, I= impu3+§pukBT, (14)

gdzie dla przejrzystosci zapisu nie podaliSmy argumentéw wszystkich funkcji zaleznych od
t i r. Podobnie tez bedziemy postepowac¢ dalej. Aby wykonaé¢ calki po pedzie, nalezy na
poczatek zamieni¢ zmienne wprowadzajac ped k = p — mu. Dzigki temu funkcje podcal-
kowe tworza sumy, w ktérych kazdy czlon jest parzysta lub nieparzysta funkcja k. Cztony
nieparzyste nie daja, oczywiscie, wktadu do catek, a parzyste daja proste catki gaussowskie.
Jesli obliczamy je we wspotrzednych sferycznych, mozna skorzystaé ze wzorow

/Oo dze ™ = ﬁ, /OO do e = ﬁ, /Oo do e = M (15)
0 2 0 4 0 8

Hydrodynamika cieczy idealnej

Doszlismy teraz do gtéwnego tematu wyktadu, czyli hydrodynamiki cieczy idealnej. Przed-
stawimy uktad odpowiednich réwnan i omowimy ich zawartos¢.

e Podstawiwszy strumienn (12) do réwnania ciaglosci (5), przybiera ono postacé

dp

T v AN =0. 16

L4V (pu) (16)

e Réwnanie (6) po skorzystaniu z formut (13) i réwnania (16) staje si¢ znanym rownaniem
Eulera

0 1
(at+u.v)u+mpvp_o, (17)

w ktorym p jest cisnieniem. UwzgledniliSmy tutaj réwnanie stanu gazu doskonatego mowia-
ce, ze

p=pkgT. (18)



Wyktad XI Mechanika statystyczna 3

e Podstawiajac gestos$¢ i strumien energii (14) do réwnania ciaglosci (4), otrzymujemy row-
nanie

0 2
(at—l—u~V>T+3TV-u—O, (19)

gdzie dodatkowo skorzystaliSmy z réwnan (16, 17).
e Rownania (16, 17, 19), ktérych w sumie jest pie¢, tworza uktad réwnan hydrodynamiki

cieczy idealnej. Wchodzi do nich szes¢ nieznanych funkeji czasu i potozenia: p,u, p, T, wiec
nalezy jeszcze dodaé¢ réwnanie stanu (18), zeby uktad réwnan domknaé.

e W réwnaniach (17, 19) pojawil sie operator

(gt tu- v) (20)

zwany pochodng substancjalng. W dziataniu na dang wielkos$¢ okresla on jej zmiane w ukta-
dzie poruszajacym sie wraz z ciecza z predkoscia u. Jesli réwnanie ciaglosci (16) zapisaé za
pomoca pochodnej substancjalnej, to przybiera ono postac

<5t+u-v>p+pv-u:0. (21)

e Funkcja rozktadu (11) zeruje czton zderzeniowy rownania Boltzmanna, wiec jak pokazuje
dowod twierdzenia H, entropia staje sie maksymalna, gdy uktad osiggnie réwnowage lokalng
opisywana funkcja (11). Spodziewamy sie wiec, ze ewolucja dana réwnaniami hydrodynami-
ki cieczy idealnej (16, 17, 19) nie prowadzi do dalszego wzrostu entropii. Rzeczywiscie moz-
na tatwo pokazac, ze proces ewolucji cieczy idealnej jest adiabatyczny, czyli izoentropowy.
Wiasnie tej wlasnosci ciecz idealna zawdzigcza swoja nazwe.

e Dowdd adiabatycznosci ewolucji cieczy idealnej mozna przeprowadzi¢ nastepujaco. Oma-
wiajac termodynamike gazu idealnego w Wyktadzie II, pokazaliémy, ze podczas procesu
adiabatycznego, zachowywana jest wielkos¢ TV7, gdzie v = nR/Cy = 2/3. Dzielac TV?/3
przez N?/3, gdzie N jest liczba czastek gazu znajdujacych sie w objetoéci V, otrzymujemy
inng zachowywana wielkosé¢ Tp~2/3. Oczywiscie kazda potega tej wielkodci, w szczegdlnosci
T3/2p, tez bedzie zachowana. Pokazemy teraz, ze pochodna substancjalna wielkosci 7-%/2p
znika, jesli T'i p speliaja réwnania (16, 17, 19). Obliczamy zatem

0

0 _3 3 s 3/ 0
<8t+u-V>T p——ipT (at+u-V>T+T (at+u-V>p—0, (22)

gdzie skorzystalismy z réwnan (19, 21). A zatem ewolucja cieczy idealnej jest izoentropowa.

e Rownania (16, 17), ktére wyprowadziliémy na gruncie teorii kinetycznej, sa stosowalne by-
najmniej nie tylko do opisu rozrzedzonych gazow, lecz réwniez cieczy, na co wskazujg proste
argumenty heurystyczne. W rzeczywistosci réwnanie Eulera, ktére jest o przeszto wiek star-
sze od réwnania Boltzmanna, wprowadzone zostato pierwotnie dla cieczy nie gazu.

e Cztery réwnania (16, 17) nie stanowia domknietego uktadu réwnan, bowiem wystepuje
w nich pie¢ funkcji: p, u, p. Stosujac te réwnania do opisu cieczy przyjmuje sie czesto, ze
ciecz jest niedcisliwa, tzn. gestosé p jest wielkosdcia stala. Réwnanie ciaglosci (16) orzeka
wowczas, ze V -u = 0, czyli pole predkosci u jest bezzrodtowe, co istotnie upraszcza analize
rownania Eulera.
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e Funkcja rozktadu lokalnej réwnowagi (11) nie spetnia réwnania Boltzmanna. Zeruje bowiem
czton zderzeniowy i prawa strona rownania znika, lecz nie znika lewa strona ze wzgledu na
zalezno$¢ od czasu i potozenia funkcji p, u, T'. Mozna usunaé¢ ten mankament teorii, usuwajac
jednoczesnie wspomniang powyzej paradoksalng stalosé entropii podczas hydrodynamicznej
ewolucji uktadu. Rozwiazanie polega na zastapieniu funkeji (11) przez

ft,x,p) = f4(t,x,p) +0f(t,r,p), (23)

gdzie funkcja f°4 ponownie dana jest wzorem (11). Dodatek § f sprawia, ze funkcja rozktadu
nie zeruje cztonu zderzeniowego i dzieki temu mozliwe jest spetnienie réwnania Boltzmanna.
Przyjmujac jednak, ze f° > |0f|, dodatek mozna pominaé¢ przy obliczaniu lewej strony
rownania Boltzmanna, co szalenie upraszcza jego wyznaczenie. Podstawiajac funkcje rozkta-
du (23) do makroskopowych praw zachowania otrzymujemy hydrodynamike cieczy lepkiej,
ktorej ewolucji towarzyszy produkcja entropii. To jest wlasnie jeden z tematoéw nastepnego
wyktadu.




