Wyktad XII Mechanika statystyczna 1

Kinetyczna teoria gazéw IV

Wyktad ten jest wprowadzeniem do opisu zjawisk transportu. Wyliczone zostang wspétczyn-
niki przewodnictwa cieplnego i lepkosci, a nastepnie wyprowadzone bedg réwnania hydrodyna-
miki cieczy lepkiej. Wszystko to jednak zostanie poprzedzone omoéwieniem cztonu zderzeniowego
rownania kinetycznego w przyblizeniu czasu relaksacji, aby utatwié¢ znalezienie rozwigzania tego
rownania. Rozwigzanie to bowiem jest podstawa catodci przedstawionych rozwazan.

Przyblizenie czasu relaksacji

Skomplikowana posta¢ cztonu zderzeniowego niezwykle utrudnia stosowanie réwnania Bolt-
zmanna, wiec poszukiwano réznych przyblizen tego cztonu. Bodaj najprostszym jest przyblizenie
czasu relaksacji, ktore tutaj omowimy.

e (Czlon zderzeniowy w przyblizeniu czasu relaksacji ma nastepujaca postac

Clt,r.p) = ~(F*9(t,v.p) ~ (1.7 D)), M

gdzie parametr T nazywa si¢ wtasnie czasem relaksacji, a f°I(¢,r, p) jest funkcja rozktadu
lokalnej réwnowagi

T 3/2 — mu(t,r ?
fe(t,x,p) = plt,T) (kaQT(t,r)) exp [— (‘;kaT((m))) ] )

e Aby uchwycié¢ sens cztonu zderzeniowego (1), rozwazymy uklad, ktérego funkcja rozktadu
zalezy od czasu, lecz nie zalezy od potozenia. O funkcji réwnowagowej zaktadamy, ze tez jest
niezalezna od czasu. Rownaniem kinetycznym z cztonem zderzeniowym (1) jest wowczas

of(t,p) _ f*Up)— f(t,p)
ot ’ (3)

T

a rozwiagzanie tatwo znajdujemy jako

f(t.p) = (f(0,p) = f(p))e ™ + f*(p). (4)

Widzimy, ze po czasie t > 7 uklad osiaga réwnowage, czyli f(¢t,p) = f°U(p). Parametr
T jest zatem charakterystycznym czasem zblizania sie uktadu do réwnowagi.

Gruba ocena czasu relaksacji T

Aby czton zderzeniowy (1) byl w pelni okreslony, nalezy podaé choéby przyblizong wartosé
liczbowa czasu relaksacji.

e Najprosciej oceni¢ 7 jako $redni czas swobodnego przebiegu czastki w gazie, ktéry znajdu-
jemy jako

: ()

gdzie ¥ jest érednig predkosdcia czastki gazu, a [ érednia droga swobodnego przebiegu lub
prosciej $rednig droga swobodna.
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e U ocenimy przyréwnujac energie kinetyczng czastki o predkosci v, czyli %m@z, 7z energia

cieplng wynoszaca %kBT, co daje
3kgT
o

(6)

]|
I

e Aby wyznaczyé $rednia droge swobodng [, rozwazmy czastke, ktéra wlasnie dogwiadczyta
zderzenia i pytamy po pokonaniu jakiej drogi czastka zderzy sie ponownie. Niech przekroj
czynny na oddzialywanie czastek gazu wynosi 0. Zderzenie nastapi wowczas, gdy w cylindrze
o polu podstawy o i osi wzdtuz wektora predkosci czastki znajdzie sie inna czastka gazu.
A zatem érednig droge swobodna, [ wyznaczamy, zadajac, aby w objetosci cylindra o dtugosci
[ znalazta sic jedna czastka gazu tzn. lop = 1, co daje

1

l:pr (7)

e Podstawiajac wzory (6, 7) do réwnania (5), otrzymujemy gruba ocene czasu relaksacji

1 m
~ po\| 3kpT"

(8)

Ze wzgledu na mocno przyblizony charakter rozumowania prowadzacego do wzoru (8), nie
nalezy przydawaé istotnego znaczenia obecnemu w nim wspoétczynnikowi liczbowemu.

Dokladniejsza ocena czasu relaksacji 7

e Doktadniejsza ocene czasu relaksacji otrzymujemy przyréwnujac czton zderzeniowy Bolt-
zmanna do wyrazenia (1). Zaktadamy bowiem, ze zachodzi przyblizona réwnosé

f*(p) — f(t,r,p) :/ d’py
T (27)?

Po obu stronach réwnania (9) sa cztony dodatnie i ujemne, wiec zadamy

dQ| - V1| f(t,l‘,p,) f(tarvpll) - f<t7rap) f(tarapl) . (9)

ds?

f(t’rap):/ dpl
T (27)?

e Zaktadajac, ze rézniczkowy przekrdj czynny stabo zalezy od wielkosci i kierunku pedu
poczatkowego p+p1, mozemy wykonaé catkowanie po kacie brytowym, co upraszcza rownosé
(10) do postaci

99 bt e.p) £t e 1), (10)

dQ|v — |dQ

M / &’p: lp—p1| f(t,r,p) f(t,r,p1). (11)

- mJ (2n)

T m

e Aby wyznaczy¢ 7, mozna podzieli¢ réwnos$é (11) obustronnie przez f(t,r,p), lecz wow-
czas uzyskany czas relaksacji 7 bedzie zalezal od p. Czyni to pewnie te wielko$¢ bardziej
realistyczng, lecz przyblizenie czasu relaksacji traci na prostocie. Postapimy wiec inaczej,
calkujac obie strony réwnosci (11) po p. Pamietajac, ze catkowanie po pedzie funkcji roz-
ktadu daje gestos¢, otrzymujemy

1 o /(dp dp1| —p1| f(t,r,p) f(t, T, p1). (12)

T m 2m)3 (2m)3
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e Przyjmiemy teraz, ze funkcje rozktadu obecne w (12) maja postaé réwnowagowa tj.

7P =» <m2k7;T)3/2 P {_ ZmiBT]’ (13)

gdzie pominelismy predkos¢ unoszenia.

e Calkowanie we wzorze (12) najtatwiej wykonaé wprowadzajac zmienne srodka masy: P =
%(p +p1) iq=p—p:. Wowczas calki po P i po q faktoryzuja sie i otrzymujemy

1 0,0( 21 )3/ d>P [ P? / d3q’ | [ q? ] A kgT (14)
-—=— exp|— exp|— =dop\|—
7 m \mkgT) ) @n)E TPl mksT) ) @n)' VP InksT P\
co ostatecznie daje
1 ™

T 4o\ kpT

(15)

e Uwzgledniwszy, ze % ~ 0.58, a ? ~ 0.44, oceny (8) i (15) sa zaskakujaco zgodne. W dal-

szych rachunkach jednak zignorujemy mato doktadny wspotczynnik liczbowy i postugiwac
sie bedziemy prostg oceng
1 m

=—/—. 1
4 po\ kgT (16)

Parametry azotu w warunkach normalnych

Aby zorientowaé sie jakiego rzedu sg rozwazane parametry, przedstawimy ich warto$ci dla
azotu w warunkach normalnych, czyli przy temperaturze 0 °C = 273 K oraz ci$nieniu 1 atm =
760 mmHg. Azot, ktéry stanowi ok. 80% powietrza, wystepuje wéwczas w postaci czasteczek No,
sktadajacych sie z dwoch atoméw najczedciej izotopu N, ktorego jadro tworzy siedem protonéw
i taka sama liczba neutronéw.

e Gestoéé masy azotu w warunkach normalnych wynosi 1.25- 1073 gcm ™3,

e Masa atomu N to 14 jednostek masy atomowej u (u = 1.66 - 1072 g), czyli 2.32 - 10~ %g.
A zatem masa molekuly Ny wynosi m = 4.64 - 10~23g.

o Gestosé czasteczek Ny w warunkach normalnych réwna jest p = 2.69 - 1012 cm =3,

e Srednica a molekuty Ny wynosi ok. 25A = 2.5 1078 cm. Poniewa (klasyczny) przekréj

czynny na zderzenie dwoch czastek o érednicy a réwny jest o = ma?, wiec otrzymujemy
o=2.0-10"1cm?

e Srednia droga swobodna to I = (po)~' = 1.9 - 10~% cm.

e Gdy T' = 273 K, $rednia predkos¢ molekuty wynosi v = \/?’]“TBT = 4.9 -10% e, gdzie

gcm?

skorzystaliSmy z wartosci kg = 1.38 - 10716 850

e Czas relaksacji réwny jest 7 =[97' =3.9-10710s.



Wyktad XII Mechanika statystyczna 4

Rozwigzanie réwnania kinetycznego

Zmnajdziemy tutaj rozwigzanie rownanie kinetycznego, ktore bedzie podstawa dalszych rozwa-
zan.

e Rownanie kinetyczne z cztonem zderzeniowym (1) wyglada nastepujaco

(gt v V)f(t,r, p) = i(feq(t,r, p) — f(t,r,p)). (17)

e Poniewaz spodziewamy sie, ze rozwiazanie réwnania (17) dazy od lokalnej réwnowagi, wiec
bedziemy poszukiwaé go w postaci

ft,xr,p) = f*(t,r,p) +0f(t,r,p), (18)
przy czym zaktadamy, ze

Je(t, v, p) > |0 f(t,r, p)l (19)

e Podstawiamy teraz funkcje (18) do réwnania (17), a ze wzgledu na warunek (19) pomijamy
0 f po lewej stronie rownania. W ten sposéb otrzymujemy

5f<t7 r, p) = _TDerq(ta r, p)? (20)

gdzie pochodng substancjalng oznaczyliémy jako

0
D, = — -V. 21
5 +v-V (21)
e Obliczymy teraz prawa strone réwnania (20)
a]ceq afeq ' afeq
D, f¢ = D, — Dyu’ D,T, 22
I =g, Pvet S Dyt (22)

gdzie uwzglednilismy, ze réwnowagowa funkcja rozkladu (2) zalezy od p,u i T. Obliczajac
pochodne po p,u’ i T, rtéwnanie (22) zapiszemy jako
Dyfea 1 pt — mu’ 1 <(p —mu)? 3

_lp oy i L _2\Dp,T. 23
R e R e e S S N ey 2) (23)

e Zalozymy teraz, ze ze wzgledu na warunek (19) funkcje p,u i T spetniaja réwnania hydro-
dynamiki idealnej

Dyp+pV-u=0, (24)
1
Dyu+ —Vp =0, (25)
mp
2
DyT + 3TV -u=0, (26)

ktére pozwalaja wyeliminowaé pochodne czasowe p, u i T z prawej strony réwnania (23). Po
wykonaniu tego kroku i uwzglednieniu, ze p = pkgT', oraz zastapieniu pedu p predkoscia
v = P otrzymujemy

D},g;eq _ an”LT<(vZ B ui)(vj _ uj)Vjui _ ;(U¢ _ uz)(vz . ui>vjuj)
1 . o . 5 . L
+ (g 0 = = ) = 3 )0 - )T, 27)
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e Wynik (27) podstawiony do réwnania (20) ostatecznie daje

of = —Tfeq[m ((vZ —u')(v) =)V — - (v —u') (v — u’)V%ﬂ) (28)
kgT 3
+ T(Q/:ZZT (v —u) (v —u') — ;)(UJ — uJ)VJT}
W ten sposéb znalezione zostalo przyblizone rozwigzanie f = f° + § f rownania kinetycz-
nego (17).

Warunki zgodnosci

Wykorzystanie réwnan hydrodynamiki idealnej (24, 25, 26) przy wyprowadzeniu poprawki
(28) do réwnowagowej funkcji rozktadu sprawia, ze poprawka ta spelnia trzy réwnania nazywane
warunkami zgodnosci. Wyjasnimy, o jakie warunki chodzi.

e Réwnowagowa funkcja rozktadu (2) wyrazona jest przez gestosé p, temperature 7' i predkosé
u, co, jak pamietamy, sprawia, ze

pltr) = [ 5 ) = o). (29)
Pi(t,r) = / (%3 P E, p) = mp(t, v) wi(t, T), (30)
e(t,r) = / (;i:)gep fei(t,r,p) = ;mp(t,r) uQ(t,r)+2pkBT(t,r). (31)

e Okazuje sig, ze wielkosci p, T i u, ktore wchodza do réwnowagowej funkcji rozktadu (2),
zachowuja swoj sens, tzn. zachodza réwnosci (29, 30, 31) rowniez wtedy, gdy do réwno-
wagowej funkcji rozkltadu dodamy poprawke 6 f. Oznacza to zachodzenie nastepujacych
warunkéw zgodnosci:

/ (;lﬂ_I;?) feq(t, r, p) = / <;i7£3 f(ta r, p)a (32)
/ (;lﬂz; pifeq(t’ a p) B / (5753 pif(t,r, p), (33)
[ oy o500 = [ G cof o) 9

e Zwiazki te powoduja, ze poprawka do funkcji rozkltadu (28) nie wnosi wktadu do gestosci
czastek, pedu i energii, czyli
3

/ (;ijf;g of(t,r,p) = / (;lﬂz;B p'of(t,r,p) = /% epd f(t,1,p) = 0. (35)

e Mozna sprawdzi¢ bezposrednim rachunkiem, ze warunki uzgodnienia (35) faktycznie za-
chodza. W tym celu nalezy podstawi¢ wyrazenie (28) do catek (35) i skorzystaé¢ z jawnej
postaci réwnowagowej funkcji rozktadu (2).
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e Pokazemy spelnienie pierwszego, najprostszego warunku (35). W tym celu obliczamy

d®p m N\ [ 4 mw?
/ orp = 7T <27rkBT> / dweXp{_szT} (36)
m ijjz’_liijj) 1<m z’i_5)jjT}
X kBT<wqu 3wqu + T 2]CBTww 5 w' VT,

gdzie podstawiliémy réwnowagowa funkcje rozktadu (2) i wprowadziliSmy zamiast pedu p
predkos¢ w = p/m — u.

e W dalszym dowodzie warunku zgodnosci, a takze w innych przedstawianych tutaj oblicze-
niach, skorzystamy z tatwych do wyprowadzenia relacji

/d3w exp [— ;ZV;]M = 0, (37)
foeal -l - ()" »
/d?’w exp :— ;::;:wiijk = 0, (39)
/dgw exp :— ;i:;:w2wiwj = 5(2m)%/? <g>7/2511 (40)
oo [ T s ssiams (BT
/ w exp | — 2kBT_W w'w’ = 35(2m) ( - ) 5, (41)

2 ™R,
/ P exp[—g;WT]w’w]wkwl _ (271')3/2<k3) (596H 4 ™67 + §6%). (42
B m

e Uwzgledniajac réownosci (37, 38, 39), prawa strona réwnania (36) znika. Podobnie dowodzi-
my spehienia pozostaltych dwoch warunkéw (35).

e W przedstawionym sposobie postepowania, warunki zgodnosci (35) pojawily sie jako kon-
sekwencja faktu spetniania przez p, T' i u réwnan hydrodynamiki cieczy idealnej. Mozna
jednak postapi¢ inaczej: zazadaé zachodzenia warunkéw zgodnodci, a spetnianie rownan
hydrodynamiki idealnej przez p, T i u bedzie konsekwencja tego zadania.

Wielkosci makroskopowe

W poprzednim wyktadzie rozwazylisSmy szczegdtowo wielkoéci makroskopowe odpowiadajace
rownowagowej funkcji rozktadu. Teraz okredlimy jakim modyfikacjom ulegajg te wielkosci po
uwzglednieniu poprawki 0 f danej wzorem (28).

e Interesuje nas gesto$é¢ czastek p, strumien czastek j, gestosé pedu P?, strumien pedu II¥,
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gestos¢ energii € i strumien energii I. Jak pamietamy, wielkosci te, zdefiniowane nastepujaco

plr) = [ G rieep), itn= [ g5 B e, @)
Pty = [ (;lﬂ];?,pif(tyr,p% m(t,r) = [ (;ﬂf;g "V f(irp), (4
e(t,r) = /(;Tp;gepf(t,r,p), I(t,r) E/(;ZWI; %epf(t,r,p), (45)

spetniaja trzy makroskopowe prawa zachowania, bedgce punktem wyjécia do wyprowadze-
nia rownan hydrodynamiki.

e Warunki zgodnosci (35) sprawiaja, ze po dodaniu ¢f do f*I nie ulegaja zmianie: gestos¢
czastek p, strumien czastek j, gestos¢ pedu P’ i gestosé energii €. Mozemy wiec przepisac
znane juz relacje

1

3
j=pu, P =mpu, £ = imqu + 2P kgT. (46)

e Strumienie pedu II¥ i energii I zmieniajg sie, wiec piszemy

7 = mpuv? +69pkpT + 6117, (47)
1 )
I = 3™ u’ + JPu kgT + 01, (48)

gdzie 6I1¥ i 01 sg wktadami, zwanymi dyssypatywnymi, do, odpowiednio, strumienia pedu
i strumienia energii pochodzacymi od d f.

e Dyssypacja to zjawisko, w ktorym przekaz energii ma charakter nieodwracalnego procesu
termodynamicznego, wigc towarzyszy mu produkcja entropii. Typowym przyktadem zjawi-
ska dyssypatywnego jest wszechobecne tarcie. Wkrétce sie wyjasni, dlaczego wielkogcei §T1%
i oI okredlilismy tym terminem.

Dyssypatywny strumien energii

e Obliczymy teraz dysspatywny strumien energii okreslony jako

_ [ d&p p
o1 = / o 0 (49)

e Podstawiajac 0 f dane wzorem (28) do formuty (49) dostajemy

4 2
Tom 3 5 mw
J S kg )72 d’w (w +u)” exp T (50)
M (i iy — A2 j) 1( m 2_5> jva]
X kBT(ww U 3w u )+ T Qk:BTW 5 w ,

gdzie zamiast pedu p wprowadzilismy predko$é¢ w = p/m —u. Pomijajac cztony bedace nie-
parzystymi funkcjami w, ktore znikaja po wykonaniu catkowania, strumien (50) zapisujemy
jako sume

0l = 014 + 015 + 015 + 01y, (51)
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gdzie
4 2
. TPM 3 3 mw m 9 9\ i
5L, = — /d [— K —> IVIT, (52
! 252 (emkgT)?2T ) © Y P T ok o Y T 2)Y (52)
_ 3rpm°u 3, 2 mw? T Ty S N S
0, = S () R (op T) 2 /d w W exp {— 2]{37& <w w V' — 3w Viu >, (53)
3Tpmiu? mw? m 5\ i
0, = — /d3 [—( 2—) INVIT, 54
3 252 (emkg )T ) © Y P T ok m [\ o T 2)Y (54)
5.3 2
_ Tpm’u 3 MW iy L2,
o, = 2 ) (g T} /d w exp { T (w w V7u 5V Vil ). (55)
e Wykorzystujac formuty (37-41) znajdujemy
5
511 = —§Tp k%T VT, 512 = (513 = (514 = 07 (56)
co ostatecznie daje
5
6 = —57P k3T VT. (57)

Widzimy, ze do dyssypatywnego strumienia energii wnosi wktad gradient temperatury, nie
wnosi natomiast gradient predkosci, cho¢ oba sg obecne w wyrazeniu na 0 f. Wyrownywanie
sie temperatur jest procesem nieodwracalnym, co uzasadnia wlasnie stosowanie terminu
strumien dyssypatywny.

Przewodnictwo ciepta

e Po podstawieniu wyrazenia (57) do wzoru (48) znajdujemy calkowity strumieii energii

1 5 5
I= §mpu3 +gpukpl = o7p k2T VT. (58)
Pierwsze dwa czlony formuty (84) odpowiadaja transportowi energii powodowanemu nie-
zerowg predkosci unoszenia u, ktéry zamiera, gdy u = 0. Strumieniem ciepta q nazywamy
przepltyw energii na skutek wystepowania gradientu temperatury. A zatem mamy

5
a=—57p k2T VT. (59)

Zauwazmy, ze zgodnie z oczekiwaniami przeptyw energii nastepuje w kierunku zmniejszania
si¢ temperatury, bowiem wspotczynnik 7p k3T jest dodatni.

e Rownanie (59) zgadza sie ustanowiong na drodze eksperymentalnej prawidlowoscia, zwana
prawem Fouriera, ze przeptyw ciepta q jest proporcjonalny do gradientu temperatury t;j.

q=—rVT, (60)

gdzie Kk jest wspotezynnikiem przewodnictwa cieplnego.
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e Poréwnujac réwnanie (59) z réwnaniem (60), znajdujemy wspotezynnik  jako

5
::§¢pk%T, (61)

ktéry po uwzglednieniu oceny czasu relaksacji (16) przybiera postaé
N 5k B mk BT
2 o '

Wyrdzniajaca cecha wspoétczynnika k jest jego niezalezno$é od gestosci gazu i pierwiast-
kowa zaleznos¢ od temperatury. Przewodnictwo cieplne rozrzedzonych gazéw rzeczywiscie
wykazuje takie zachowanie.

(62)

Dyssypatywny strumien pedu

e Obliczymy teraz dysspatywny strumien pedu okreslony jako

y d’p p'p’
o = [ 5.
@) m f (63)
e Podstawiajac 0 f dane wzorem (28) do formuly (63) dostajemy

2

ij Tpm* 3 mw
I — / Vi J { 4
) ~ rmkpT) d*w (W' + u")(w’ + u’) exp T (64)

1 1 m 5
k. Ivl k 2wk, k 2 kvk
\V4 — Zw?V - w2 — 2 vET
v 3 u) 1 (2k31 2>w }’

knT (w

gdzie zamiast pedu p wprowadzilismy predkos¢ w = p/m —u. Pomijajac cztony bedace nie-
parzystymi funkcjami w, ktére znikaja po wykonaniu catkowania, strumien (64) zapisujemy

jako sume 3 3 3 3 g
OITY = OIIY + o114 + o115 + o117, (65)
gdzie
oY = (QW)Z”_Z?;CBT 572 /d3w exp { ;;:; w'w? (wkwlvluk — ;W2Vkuk>, (66)
o = (2@27273;; g | v e { ;ZZ;} (2IZT W Z)wiwkva’ (67)
oy =~ (2@7372?;2; 3T / P exp { ;7{:;} (2/~ZT W ;>ijkva’ (68)
oI = (2253722;;71 572 /d3w exp { ;ZVBV; (wkwlvluk — ;WQVkuk) (69)

e Wykorzystujac formuty (37-42) znajdujemy

SV = —rp /cBT[vw + Vil — Sélﬂvku’“}, (70)
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—
—_—
 —— X
—
—

Rysunek 1: Schemat konfiguracji stuzacej zdefiniowaniu wspétczynnika lepkosci.

OITY = oT1§ = 6117 = 0, (71)

co ostatecznie daje
S = —7pkpT |Viu! + Viu' — gékauk : (72)

Widzimy, ze do dyssypatywnego strumienia pedu wnosi wktad gradient predkosci, nie wnosi
za$ gradient temperatury, cho¢ oba sa obecne w wyrazeniu na d f. Transport pedu powodu-
je wyrownywanie sie predkosci czemu towarzyszy tarcie. Jest to proces nieodwracalny, co
uzasadnia uzycie terminu strumien dyssypatywny.

e Calkowity strumien pedu IT¥ wynosi

7 = mpu'v’ +0"pkgT — tpkgT |V’ + Vu' — gckauk . (73)

Lepkos¢

e Rozwazmy pokazany na Rys. 1 schemat przeptywu gazu. Hydrodynamiczna predkosé skie-
rowana jest wzdluz osi z tzn. u = (u,,0,0), przy czym zaktadamy, ze u, zalezy od wspot-
rzednej y, jest natomiast niezalezna od z.

e Badajac doswiadczalnie przeptywy gazéw i cieczy w takiej konfiguracji, stwierdzono, ze sita
tarcia F' dziatajaca wzdtuz osi x na jednostkows powierzchnie A znajdujaca w ptaszczyznie
xz (patrz Rys. 1) jest proporcjonalna do gradientu predkosci przeptywu, czyli

F Ou,

A__nﬁy’

(74)

gdzie stata proporcjonalnosci 1 nosi nazwe wspotezynnika lepkosci.

e Skladowa strumienia pedu I1*Y jest rowna pedowi skierowanemu wzdtuz osi x przeniesione-
mu w kierunku osi y w jednostce czasu przez jednostkowa powierzchnie w ptaszczyznie xz.

Innymi stowy jest to sita dziatajaca wzdtuz osi x na jednostke powierzchni w plaszczyznie
xz. A zatem, 11"V = F'/A.
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e Skoro u = (u,,0,0), to ze wzoru (73) odczytujemy

ou
0% = —7pkpgT—= 75
TPRB dy (75)
i stwierdzamy, ze
n=r1pkgT. (76)
e Po uwzglednieniu oceny czasu relaksacji (16), wspétezynnik lepkosci wynosi

vV mk BT

n=-—-: (77)

o
Nie zalezy on od gestosci gazu i roénie jak pierwiastek kwadratowy z temperatury.
e Poréwnujac wspoétezynnik przewodnictwa cieplnego (61) do wspolezynnika lepkosci (76),
znajdujemy relacje
K 5
Hm - 57 (78)
potwierdzang przez eksperyment.

Hydrodynamika cieczy lepkiej

Poprzednio wyprowadziliémy réwnania hydrodynamiki cieczy idealnej. Teraz uwzglednimy
poprawki wynikajace z istnienia dyssypatywnych wktadéw do strumienia pedu i ciepta.

e Réwnania hydrodynamiki cieczy lepkiej otrzymujemy, wstawiajac do omoéwionych juz weze-
$niej trzech makroskopowych praw zachowania

Op(t
ALY L9 k) = o (79)
ot
OP(t -
OP(br) | Girige ) = 0. (80)
ot
Oe(t
5( ,I') + V . I(t, I') — 0’ (81)
ot
gesto$é czastek p, strumieni czastek j, gestoéci pedu P i energii € dane wzorami
1 3
j=pu, P =mpu, 5:§mpu2+§pk3T (82)
oraz strumienie pedu IT¥ i energii I
I =mpu'v +6YpkgT —n|V'u + Vu' — gé”vkuk : (83)
1 5 D
Izimpu —|—§puk:BT—/<;VT, (84)

w ktorych pojawilty sie wspotezynniki transportu i 7.

e Pierwsze réwnanie, wyrazajace zachowanie liczby czastek, jest takie samo jak w przypadku
hydrodynamiki cieczy idealnej, bowiem gestosé czastek p i ich strumien j nie sg modyfiko-
wane przez wkiady dyssypatywne. A zatem mamy

<5t+u-v>p+pv-u:0. (85)
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e Podstawiajac gesto$¢ i strumien pedu (82, 83) do réwnania ciaglosci (80) dostajemy, wy-
korzystawszy réwnosé (85), stynne réwnanie Navier—Stokesal

0 1
(+uwﬁu+v@—"v40—-”v%=n, (86)
ot mp 3 mp

w ktérym p jest ciSnieniem danym w rozwazanym przypadku przez rownanie stanu gazu

doskonatego
p=pkgT. (87)

e Réwnanie Navier—Stokesa, ktore przechodzi w réwnanie Eulera, gdy n = 0, stanowi fun-
dament mechaniki ptynéw. Cho¢ wyprowadzone tutaj dla rozrzedzonego gazu, obszar jego
stosowalnosci obejmuje réwniez ciecze. Proste na pozér réwnanie Navier—Stokesa (86) jest
tak w rzeczywistosci ztozone, gtéwnie ze wzgledu na nieliniowy charakter, ze nawet w przy-
padku niescisliwego ptynu, kiedy V -u = 0, nie sg znane jego ogoélne rozwiazania. Rownanie
przewiduje wystepowanie w pewnych warunkach turbulencji - chaotycznego przeptywu cie-
czy lepkiej. Przypuszcza sie, ze tajemnica tego wcigz stabo rozumianego zjawiska skryta
jest wlasnie w strukturze réwnania (86).

e Podstawiajac gestosé energii (82) i strumien energii (84) do réwnania ciagtosci (81), otrzy-
mujemy rownanie

0 2 2K
il . z ‘U= =WV2T = 0.
<t—|—u v)z+3zv u 3 \Vall| 0 (88)

Aby je uzyskaé, skorzystalismy z réwnan (85, 86).

e Jesli w réwnaniu (88) potozy¢ u = 0, otrzymujemy znane réwnanie przewodnictwa cieplnego

0
= = VQT:O, 89
(8t “ (89)
gdzie a = ?,)—p. Réwnanie (89) ma identyczna postaé jak réwnanie dyfuzji, w ktérym 7'

reprezentuje gesto$é¢ dyfundujacych czastek, a « jest stala dyfuzji. W odréznieniu od (88),
réwnanie (89) mozna tatwo rozwiazac.

e Réwnania (85, 86, 88), ktérych w sumie jest pie¢, tworza uklad réwnan hydrodynamiki
cieczy lepkiej. Wchodzi do nich sze$¢ nieznanych funkcji czasu i potozenia: p,u,p, T, wiec
nalezy jeszcze dodaé¢ réwnanie stanu (87), zeby uktad réwnan domknaé.

e Analiza réwnan (85, 86, 88) i poszukiwanie ich rozwiazan jest domena nader obszernej dzie-
dziny wiedzy jaka jest mechanika osrodkow ciagtych. Nie bedziemy si¢ w nig tutaj zagtebiac.
Naszym gléwnym celem byto pokazanie, ze teoria kinetyczna umozliwia wyprowadzenie réw-
nan hydrodynamiki, tak cieczy idealnej, jak i lepkiej.

INazwa réwnania pochodzi od nazwisk Claude’a-Louis Navier (1785 - 1836) - francuskiego inzyniera i fizyka oraz George’a Gabriela
Stokes (1819 — 1903) - brytyjskiego matematyka i fizyka.



