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Ruchy Browna

Stosujac metody fizyki statystycznej do opisu uktadéw wielu ciat, koncentrowaliémy sie do-
tychczas na ich charakterystykach usrednionych po dostatecznie dtugich interwatach czasowych.
Nie zajmowaly nas natomiast fluktuacje tych charakterystyk, pojawiajace sie, gdy skala czasowa
obserwacji jest dostatecznie krétka. Rozwazmy dla przykladu ci$nienie wytwarzane przez gaz,
ktore, jak wiemy, jest skutkiem zderzen czastek gazu ze Sciankami naczynia. Przypu$émy, ze mie-
rzymy cisnienie wywierane na powierzchnie A, w ktoéra w czasie 7 uderza srednio jedna czastka.
Jesli bezwladnosé czasowa barometru jest duzo dtuzsza niz 7, a z taks sytuacjg mamy zwykle do
czynienia, to bedzie on wskazywal dobrze nam znane usrednione cisnienie. Jesli natomiast czas
reakcji At przyrzadu bedzie porownywalny z 7, jego wskazania bedg silnie fluktuowaé zaleznie
od liczby czastek, ktére faktycznie uderza w powierzchnie A w czasie At.

Dla ci$nienia owe przypadkowe fluktuacje sa najczedciej mato wazne. Wystepuja jednak zja-
wiska i procesy, zwane stochastycznymi, o przebiegu ktorych wtasnie przypadkowe zdarzenia
decyduja. Ruchy Browna sg pierwszym poznanym procesem stochastycznym i historycznie naj-
wazniejszym - zrozumienie jego mechanizmu miato bowiem kluczowe znaczenie dla zaakceptowa-
nia hipotezy o molekularnej strukturze materii. W 1827 roku Robert Brown® zaobserwowal nie-
ustanny chaotyczny ruch drobin zawieszonych w cieczy. Duzo czasu uptyneto nim Albert Einstein
i Marian Smoluchowski? wykazali w latach 1905-1906, ze ruch Browna jest efektem oddziatywa-
nia drobiny z otaczajacymi ja molekutami cieczy, ktére same sa w nieustannym cieplnym ruchu.
Przewidzieli oni wystepowanie pewnych regularnosci tych ruchéw, ktore wkrotce zaobserwowat
Jean Perrin®, za co otrzymal nagrode Nobla w 1926 roku.

Prezentujac teorie ruchéw Browna, przedstawimy najpierw ujecie problemu zaprezentowane
przez Einsteina w pracy z 1905 roku, a nastepnie zajmiemy sie podejsciem sformutowanym przez
Paula Langevina®. Chociaz omawiaé¢ bedziemy wytacznie ruchy Browna, przedstawione metody
stosowalne sg do szerokiej klasy zjawisk stochastycznych.

Podejscie Einsteina

e Wyobrazmy sobie ciecz, w ktérej unosi sie N drobin, mogacych sie porusza¢ w dwoch (po
powierzchni cieczy), czy nawet w trzech wymiarach. My jednak interesujemy sie na poczatek
ruchem jednowymiarowym, czyli rzutem potozen drobin na oS x.

e Niech n(t, z) bedzie gestodcia drobin w czasie t w punkcie z. Zachodzi, oczywiscie, warunek
normalizacji

/_O; drn(t, ) = N. (1)

e Czasteczki cieczy doswiadczajg bezustannego ruchu cieplnego, a uderzajac w obserwowang
drobine powodujg jej przesuniecia w prawo lub w lewo. Zatézmy, ze w czasie 7 drobina
zmienia pozycje o A z prawdopodobienstwem ¢(A).

e Ze wzgledu na probabilistyczny sens ¢(A) spetniony jest warunek normalizacji

| anea) =1, @)
a symetria ruchu w prawo i w lewo wymaga, aby
O(A) = ¢(=A). (3)

LRobert Brown (1773 - 1858) - szkocki botanik.

2Marian Smoluchowski (1872 - 1917) - polski fizyk, pionier fizyki statystycznej, alpinista i taternik.
3Jean Baptiste Perrin (1870 - 1942) - fizyk francuski.

4Paul Langevin (1872 - 1946) - francuski fizyk teoretyk.
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e Jesli w chwili ¢ 4+ 7 drobina znajduje sie potozeniu z, to z prawdopodobienstwem ¢(A) byta
w potozeniu x — A w chwili ¢. Mozemy wiec zapisac

nt +7,a) = /Z dAn(t,z + A) $(A), (4)

gdzie uwzglednilismy warunek (3).
e Zakladajac, ze 7 jest duzo krétsze niz czas At, w ktérym n(t, x) ulega istotnej zmianie,
czyli |n(t, x) — n(t + At, x)| jest rzedu n(t, x), rozwijamy gestosé wokédt chwili ¢

n(t+7,z) =n(t,x) + 871(82;’ $)7'. (5)

e Przyjmujemy teraz, ze prawdopodobienstwo ¢(A) jest znikomo male dla takich A, przy
ktorych n(t, z) zmienia sie znaczaco, i rozwijamy

on(t 19%n(t
n( ,x)A+7 n(t, x)
ox 2 0Ox?

n(t,z+A)=n(t,z) + A2, (6)

e Podstawiajac rozwinigcia (5, 6) do réwnania (4) dostajemy

on(t, x)

n(t,z) + 5

7 = n(t,z) /O:Oquﬁ(A) (7)

19n(t 2) / O:O dA A26(A).

on(t,x) [>
+ ox /_oodAA(b(A)—I_Q ox

e Uwzgledniajac warunki (2, 3), dostajemy znane réwnanie dyfuzji

on(t,z)  _9°n(t,x)
ot b dx? (®)

gdzie
1 )
= — dA A*p(A 9
| daata), (9)
jest staty dyfuzji. Zwroémy uwage, ze konkretna postaé rozkltadu ¢(A) wptywa jedynie na

warto$¢ stalej D, natomiast ksztalt rownania (8) nie zalezy od tego rozktadu, o ile tylko
jest on unormowany zgodnie z warunkiem (2), symetryczny (3) i istnieje catka (9).

e Nalezy podkresli¢, ze zjawisko dyfuzji, czyli proces samorzutnego rozprzestrzeniania sie
jednej substancji wzgledem drugiej byt znany, i znane byto rownanie dyfuzji. Sposob wy-
prowadzenia i zastosowanie rownania dyfuzji do opisu ruchu drobin byty nowatorskie.

Roéwnanie dyfuzji
e Omoéwimy tutaj bardziej szczegdtowo réwnanie dyfuzji (8), a wlasciwie jego catkiem oczy-
wiste trojwymiarowe uogdlnienie

on(t,r)
ot

= DV?n(t,r). (10)
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e Po pierwsze nalezy wyjasni¢, ze przedstawione powyzej rozumowanie jest tylko jednym
z kilku prowadzacych do réwnania dyfuzji. Punktem wyjscia dobrze fizycznie uzasadnionego
sposobu wyprowadzenia tego réwnania jest ustanowione dogwiadczalnie prawo Ficka®, ktore
stwierdza, ze strumien dyfundujacych czastek jest proporcjonalny do gradientu stezenia,
czyli

j=-DVn (11)

gdzie D jest, oczywiscie, stata dyfuzji. Znak minus w rownaniu (11) sprawia, ze strumien
dyfuzyjny skierowany jest, zgodnie z oczekiwaniami, w kierunku malejacego stezenia, jako
ze D > 0.

e Podstawiajac strumien (11) do réwnania ciaglosci

on
V.ji= 12

wyrazajacego zachowanie liczby dyfundujacych czgstek, natychmiast otrzymujemy réwnanie
dyfuzji (10).

e Prawo Ficka, a co za tym idzie, i réwnanie dyfuzji mozna wyprowadzi¢ na gruncie teorii
kinetycznej podobnie jak identyczne w formie réwnanie przewodnictwa cieplnego. Nalezy
przy tym rozwazy¢ uktad dwbdch co najmniej typow czastek, aby mozna byto okresli¢ dyfuzje
jednych czastek wzgledem drugich.

e Zmajdziemy teraz ogdlne rozwigzanie rownania dyfuzji (10) z warunkiem poczatkowym
n(0,r) = no(r). (13)

Kogo mato interesuje techniczny problem rozwiazania réwnania (10), moze przejsé do go-
towej formuty (20).

e W celu rozwiazania réwnania (10) podstawimy do niego gesto$¢ n(t,r) wyrazona przez
transformate Fouriera
(t ) / d3k —ik-r (t ) (14)
n(t,r) = [ ——=e n(t, k
7 (2 )3 ) Y

co prowadzi do réwnania

on(t, k)

ktore natychmiast rozwigzujemy jako
n(t, k) = C(k) e ¥, (16)

gdzie C'(k) jest dowolng funkcja, ktéra wyznaczymy z warunku poczatkowego.

e Obliczajac odwrotng transformacj¢ Fouriera otrzymujemy

n(t,r) = / (37:33 e~ (k) e PR, (17)

e Kladac t = 0 w réownaniu (17), stwierdzamy, ze funkcja C(k) jest transformatg Fouriera
gestosci poczatkowej, czyli

no(r) = / (;iﬂljg ek rC(k). (18)

5 Adolf Eugen Fick (1829 - 1901) - niemiecki lekarz i fizyk, w 1855 roku odkry} prawo dyfuzji nazwane jego imieniem.
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A zatem
O(k) = / & ¢ g (r). (19)
e Podstawiajac wyrazenie (19) do réwnania (17), dostajemy ogélne rozwiagzanie réwnania
dyfuzji
n(t,r) = L /d?’r’no(r’) e_(rilglt)2 (20)
(47 Dt)3/2 ’
gdzie wykorzystaliémy nietrudng do udowodnienia formute catkowsg
2
d3k ik kQ 6_271
L 21
/ (2m)3 © (4ma)3/? (21)

e Zauwazmy, ze zgodnie z réwnoscia (20) zachodzi oczekiwany warunek normalizacji
/ Pro(t,r) = / & o (r). (22)

e Jesli poczatkowo dyfundujace czastki zebrane sa w jednym punkcie i
no(r) = N6O(r), (23)

to
N 2

arDip ¢ "

n(t,r) =
e Zdefiniowawszy warto$¢ $rednig k—tej potegi potozenia r jako

1
() =~ / &PreFn(t,r), (25)
stwierdzamy, ze rozwiazanie (24) daje
(r?) = 6Dt, (26)

gdzie uwzglednilismy, ze (r) = 0. A zatem $redni kwadrat przesuniecia brownowskiej
czastki rosnie liniowo z czasem, co jest najwazniejszym przewidywaniem teorii Einsteina-
Smoluchowskiego, ktore Jean Perrin pozytywnie zweryfikowal do$wiadczalnie.

Podejscie Langevina

Paul Langevin opracowat alternatywne podejscie do opisu ruchéw Browna, ktore dzieki od-
wotaniom do zwyktych poje¢ dynamicznych, ma jasng interpretacje fizyczna i dobrze przemawia
do wyobrazni. Oméwimy tréjwymiarowe podejécie, cho¢ w przypadku drobiny zawieszonej na
powierzchni cieczy, dwuwymiarowy formalizmy jest wlasciwy.

e Podstawa podejscia jest newtonowskie rownanie ruchu

dv(t
m\c;i) = —av(t) + F(t), (27)
w ktérym m jest masa czastki brownowskiej, a v(t) jej predkoscia. Na czastke dziata propor-
cjonalna do predkosci sita tarcia —Av(t) oraz wymuszajaca ruch sita F(t), pochodzaca od



Wyktad XIII Mechanika statystyczna 5

znajdujacych sie¢ w ciagtym ruchu cieplnym molekut cieczy. Rownanie ruchu zwykle dzieli
sie przez m, co daje
dv(t)
dt
gdzie v = A/m jest wspélezynnikiem tarcia, a wielko$¢ L = F/m nazywana jest sila
Langevina. Jak wkrétce zobaczymy, odgrywa ona kluczows role w catym podejéciu.

= —yv(t) + L), (28)

e Przyjmujac jako warunek poczatkowy
v(0) = vy, (29)

rozwiazemy réwnanie (28), wykorzystujac transformate Laplace’a. Jesli kogos techniczna
kwestia znalezienia rozwigzania mato zajmuje, moze przeskoczy¢ do formuly (38).

e Przypomnijmy, ze transformata Laplace’a funkcji f(t) nazywamy

f(s) = /O 0} (30)

Zaktada sie, oczywiscie, ze powyzsza calka istnieje, co naktada pewne ograniczenia na funk-
cje f(t). Transformacje odwrotng wykonujemy wedtug wzoru

foy= [T e ), B1)

—100+-cC 27TZ

gdzie rzeczywista stata ¢ wybrana jest w taki sposob, ze wszystkie osobliwosci funkeji f(s)
sg po lewej stronie prostej s = c.

e Poza sama definicja (30) i wzorem (31) wykorzystamy jeszcze dwa proste fakty dotyczace
transformacji Laplace’a. Pierwszym jest formuta na transformate pochodnej

o —st df(t) _ —st
/0 dte el f(t)e

gdzie wykonalismy calkowanie przez czesci. A drugim potrzebnym nam elementem jest
transformata Laplace’a funkcji eksponencjalnej

:o+s/ooodte_5tf(t):—f(0)+sf(s), (32)

oo 1
/ dte e ™™ = ——. (33)
0 s+a

e Wréémy teraz do rownania Langevina (28). Po wykonaniu transformacji Lapalce’a obu jego
stron dostajemy réwnanie algebraiczne na v(s)

sv(s) — vg = —yv(s) + L(s), (34)
ktore daje )
V(s) = W (35)

e Aby otrzymaé v(t), nalezy wykona¢ odwrotna transformate Laplace’a funkcji (35) wedlug
wzoru (31). Pierwszy czlon formuty (35) daje

100+c ds GSt
& = voe ", 36
Vo /_ioo—i-c 271 8 + Y Vo€ ( )

Wynik otrzymujemy wykonujac catkowanie z pomocg wzoru Cauchy lub - prosciej - wyko-
rzystujac wyrazenie (33).
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e Drugi czton formutly (35) transformuje sie nastepujaco

icot+c (] ]z 0o ico+c (] s(t—t')
/ 78 €St (S) — / dt/L(tl)/ 78 € (37)
—icote 2T S+ 0 —icote 2T S+ 7y
- / dt' L(#) Ot — ') e 1t = e'ﬂ/ dt' ' L(t),

gdzie O(t) jest funkcja schodkowa réwna jednosci, gdy ¢ > 0, 1 znikajaca dla ¢ < 0.

e Ostatecznie rozwigzanie réwnania Langevina (28) ma postaé
t /
v(t) = voe " + e‘”t/ dt' " L(t). (38)
0

e Nim skorzystamy z formutly (38), wprowadzimy bardzo wazny element formalizmu Lange-
vina - usrednianie po zespole. Dotychczas rozwazaliémy pojedyncza czastke brownowska,
teraz przyjmiemy, ze mamy do czynienia z wieloma takimi czastkami, ktére tworza zespot.
Nie bedziemy blizej okresla¢ tego zespotu, zatozymy natomiast postaé¢ nastepujacych wiel-
kosci usrednionych po zespole

(L(t)) =0, (39)
(oL (t)) =0, (40)
(L'(ty) L7 (t3)) = D695(t, — ty). (41)

Sens réwnosci (39) jest prosty - ze wzgledu na réwnoprawnos¢ wszystkich kierunkéw srednie
wartosci sily znikaja. Relacja (40) orzeka, ze sita jest niezalezna od predkosci poczatkowej.
Relacja (41) stwierdza, ze sity dzialajace na czastke brownowska w réznych chwilach czasu
sg catkowicie od siebie niezalezne. Korelacja pojawia si¢ i jest charakteryzowana parametrem
I', gdy sily sa jednoczesne i dziataja w tym samym kierunku.

e Uwzgledniajac relacje (39,40, 41), stwierdzamy, ze usredniona po zespole predkosé (38) jest
zerowa tzn.
(v(t)) = voe " (42)

e Obliczmy teraz funkcje korelacji predkosci czyli érednia warto$¢ vi(t;) v’ (t,). Korzystajac
z relacji (39, 40, 41) znajdujemy

. . o t t P .
(Wi (t) v (t)) = viuf e 7+t | emr(titta) / Cat’ / A OIS — 7). (43)
0 0

Aby wykonaé¢ catkowania po t' i t” musimy zdecydowaé, ktéry z czasow tq i to jest dluzszy.
Jesli to > t1, woéwezas najpierw catkujemy po t” i pozbywamy sie funkcji delta. Zwrdémy
uwage, ze nie pozbedziemy sie delty catkujac po t', gdy to > t1, bo przy pewnych t” nie
trafimy w zero jej argumentu. A zatem, jesli to > t;, otrzymujemy

4 4 . T T
(V' (1) V' (t)) = <U§)U(J) — 51327)67(t1+t2) + 523567762%1). (44)
Gdy zas t; > to, mamy
. : . T T
Wi(t) vV (ts)) = <U3vg - 5@]27)6—7“1“2) + 5@356—%—@. (45)

Dla dowolnych t; i t; mozemy napisaé¢ funkcje korelacji pr@dkoéci jako

, . o T
(0 (02) (1) = (v = 95 )0 4 gl (46)
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o Wzér (46) méwi, w szczegdlnosci, ze

3y _ 3r
) = (V-5 )+ 5 (47)
czyli po czasie t > v~ ! dredni kwadrat predkosci osigga réwnowage i wynosi
3r
2
t) = —. 48
v0) = 5 (13)

e Jesli ptyn, w ktorym unosi sie brownowska czastka, ma temperature 7', jej réwnowagowa
energia réwna jest
m(v*(t))

3

e Porownujac wzory (48, 49) znajdujemy zwiazek wiazacy parametr I' ze wspoélezynnikiem

tarcia v jako
2kpT
r= 20 (50)

m

Jest to szczegdlny przypadek szerszej klasy zwigzkow fluktuacyjno-dyssypacyjnych, czy-
li relacji miedzy wielko$ciami okreslajacymi szybkos¢ dyssypacji i dochodzenia uktadu do
rownowagi, w naszym przypadku jest to wspotezynnik tarcia v, a wielkodciami charaktery-
zujacymi fluktuacje w ukltadzie, w przypadku réwnania (50) jest to parametr I

e Zauwazmy, ze jesli kwadrat predkosci poczatkowej ma warto$é réwnowagowa, czyli v3 =
3kgT /m, to funkcja korelacji predkosci ma szczegélnie prosta postaé

(0 (1)) = 9922

e htl, (51)
e Zmajac predkos¢ czastki brownowskiej jako funkcje czasu, mozemy obliczy¢ potozenie

()= | "t v(t), (52)

gdzie przyjelismy, ze r(0) = 0.

e Usredniony kwadrat przesuniecia znajdujemy jako

() = | " / Lt (v () (")), (53)

Podstawiwszy funkcje korelacji (51) do wzoru (53), obliczamy

3k T t t / "
@) = 22 [ [aerer (54)
m Jo 0
/ —~t
_ 3kpT /t dtl(/t dt" efw(t’ft”) + tdt" e’y(t”t’)> _ 6kpT (t—i— e — 1>.
m Jo 0 v my 0
A zatem dla dtugich czaséw, kiedy ¢t > 7!, uzyskujemy znang juz nam liniows zaleznosé
od czasu 6k T
() = ——t. (55)

mry
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e Poréwnujac rownanie (26) z (55), mozemy okresli¢ relacje miedzy stala dyfuzji D, a wspot-
czynnikiem tarcia

kgT
D =" (56)
mry
znang jako zwigzek Einsteina, bedaca kolejnym przyktadem zwiazku fluktuacyjno-dyssypa-
cyjnego. Dyssypacje reprezentuje, jak poprzednio, wspoétczynnik tarcia v, a stata dyfuzji D
okresla fluktuacje potozenia.

KONIEC



